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nter intigiiia inventa, qnibus sagaclssimns La Granga Analysin auxit, refo- 
zenda est metliodus generalis, aequationes dilFereniiarum partialium inter tres 
rariabiles integranJi. Cuius integrationis investigalionem diflicultate baud 
caruisse, vel exinde intelligere licet, quod Enleras, peritissimus calculi arti- 
fex, in longa harum aequalionum pertractatione (Calc. Integr, Vol. IIL 
p. 37 — 178-) casas tantum particulares, non ratione uniformi, sed variis ar- 
tifidiB usus, soluto* dtdcrit, ipse coofitssus (p. t>se longissime adhuc 

a tolQtione problenMtis genemlis distare.** Quum quidem Eulcrus notioneni 
lumd satis' genersikm genninaie hsrum aequationum andolis nwnte eoncepisse 
«ideatnr, La Grangius mediodQm snam ezinde dedosdt, quod easdem ex 
fxincipio nnaformi et generali contemplatQS fiMfit, Sit nimirum z fimciio 
dz d z 

riabilium xety, ^ = p, — = q, tum vulgo constat, aequationem dif- 

£srentiarQm partialium inter tres variabiles nil alinJ csse, quam relalionem 
datam inter p, q, x, y, z, ex qua qu.ieritur relatio inter x, y, z. Jam cum 
sit dz = pdx -f- qdy, La Grange con ideral lianc aequalionem ceu aequa- 
tionem clifFerentiAlem inter tres quanlitaies x, y, z, quae praeterea ijuantiia- 
tem p tauquam hmctionem indeterminatam ip^arum trium variabiiiuiu invol- 
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rit. At vero coni>tat, ut taiis aeqnatio integiaLtUs sit, scu cextam inter tres 
vanabilfls- MqnMioneni finitam inferaty ^ut ooeffideBttft iton lad lulutiiiii 
6vmi possef sed certam kiter eds> rdationem re^uiru Ex hoc criterio inte» 
gnbilitatia stve real^tatia (Euler L c* |h 5* 6.) petenAa est determiiiatio eoe£> 
fieieatis p, tanqnam fbnctionis «««^ ^ 7» ■» Qno .coeffictente rlte detemiiiiBto 
i|wa ddnoeps integratia aeqvutionia dz = pdx + qdy» secundum regnlaa 
alinndf eognitas» praebet xelationcin quaesitam inter x, z. Quod mmc deter- 
mjnationpm t,v p atlinet, praedicta contlitio integrahiHtatls demio declaclt ad 
aequationem dilTerentianiin partialiurn inter cjuatuor rariabiles, quae auu-ni est 
linearis, quoticiitcs diiFcrentiales ia prima tantuin (limen<j<>ne continens, 
quamque igicur ex principiis aliunde a La Gran>^iu demon&Craiis (Memuires 
de TAcad. deBerlin 1774. 1779O integrare licet» In Itac . solutiofie restabat 
difficoltas, a qua din se vexatum folssef ipse La Gnmgius confitetor Cum 
niminm p oen functio trinm rariabilinm x, y, detnr per aequationem dif> 
fermtiaTum partii^nm» hu|os int^rado ex lege nota imrolvit funotionem 
.arbitratiam duamm.quantitatDm: qnum tamen determinatio va tanquam 
fnnctionis dunruni varlnbilium x et y, functionem arbitraxiam unius tantum 
qnantitatis ndmittat. Hanc ipsam dilBcultacem aique contradidonem appa* 
rentem feliciter tanrlem enodavlt La Grange, ostenditque ratioriniis ingenio- 
$is, quomodo functio i*u dunrum qaantitatnm, quae natura sua inRnities la- 
tior est qunm Functio arbitraria imius quantitatis, adhuju&modi functionem 
uniuj» variabilis revocelur. 

Ceterum alii Analyetae, qui methodum La Grangianam applicatiom^ 
boa ilfaistrarimt, T^ti cdeberr^ ]> Gendre (Memoires de TAcad. deParis 
. Annee 1787* p> SS7>)> ^raedictam difficnltatem han^ aoiinadTertemnt^), vel 
ailentio praetemtisenmt, Ibrte» qubniam eadem defectos minns essentialis me- 
thodiipsius videri poterat, quippe iir appUcatione methodi non necesse erat» 
aequationis aoxiliairts pro p integrale.complctinn invenire, (qnod funciionem 
arbitrariam duarum quantitatum involvissct) , verum valor pfirticularis p 
vel ad complcle integrandaiu aequationem . ipsam propoiitam. sufficere jam 
poterat. 

Quum praedicta ratione integratio aequatiomuu diikuentiamm par- 

a) Lcfou «nr If Ca!nil de» fbpdioBf. TH xir. rdii. 8. Parit ito6> p. Syoii „Cettc diflieulK, je l'a> 
voMk loog- iriBpt toncBM.'* cl. p. jA^a. 

t) < otstm» liaflmg» (Ucons f. 9M<i} 
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tialiiim primi otdinis inter tres rariabiles pro confecta et omnibus nnmoris 
absoluta sit habenda, aliier res sc habet, si qua^tio a-ritxir cle qitatiior vel 
phiribus variabilibufi. Eulerus, qui aequationes inter tres rariabiles, ^ivp, 
quod perinde est, investigationeni functionem duarum variabilium, ample 
perlractaverat, pro quatuor variabiiibu;» pauca tantum exempla resolvit 
(1. c. p-.^23'— 40> quibus ipse non nui priiiia CiIain«Btft lioius «deniiao 
oontineri obsiBmit, et casnm quingue variabilinm ob pennriam materia«. 
qnae «nnt riri «nmmi verba p. 4-57<)* ^ atdngere qnidem voluit. Ipse deinp 
oeps 1a (&range ^Mem. da Seri* 2774> 79*)* ABaljstae, <v«liiti Hong« 

^RisB^ d» FariB 1764, p» 55<!«)t ^ Gendre (L e.), caaui valde 
limitatOB in hoc genere contemplati sunt, qui qnidem facile val ad aeqna^ 
, tiones. inter tres variabiles vel ad aequalioncs lineares reduci possunt, quam 
formam simplicissimam pro quotctmque variabiiibu integrare docuerat Lia 
Grange ONTf-ni. 1. c). 

nnod si quidem methoduni modo antea l.indatu.m La Grangianaia, 
aequatioues diiferentianun partiaiium inter tres vanabiJes generatim et com» 
plete integrandi, ad plures -variabilet entendere conemur, mox ad inextrica- 
biles difficnltates dt^binrar; unde fbrte aeoidit, ut Analyttae haeienus (quan* 
tum eqnidem sdam) -banc «pplicationem nondum ■tentavexint. Qnibus per* 
moCiia diflSpuUatibtis eqnidem satios doid, totam aequationM differentiirum 
partialinm eomidarandi rationem, ex qna metbodus I<a Grangiaaa originem 
duadtf deserere, atque allud principium In auxilimn vocar^ ex quo, etiamsi 
per sc simplicissimo, hactenus tamen istae aequatioiies notidum consideratae 
fnerunt, qnodqiie rcrcra, nisi CTim aliis subsidiis janp(?retTir, pfirum p?f;et 
frugirerrim. Ac([uaiiones nimirum (lifit rentiarum partialiuin contcniplari li- 
cet tanquaui aequationes dilltiieulialei» vulgaris generis triinc.itas inlcr phires 
variabiies, quam quae principaliter occuxrunt, ipsis scilicet quotieulibus 
differentialibus (p, q, etc.) varisbiHnm loco habitis, quamm difiierentialia 
(dp« dq, . .) ideo desnnt, qnoniam ea in aero ducta esse ceqsentnr. Ita a^na« 
tio dz = pd]f-|- qdy s pdx 4' ^«^y rt* <>• ^ %eqnatM> inter qnatupr 
variabiles Xty, s^p;«q «nim est qnaatitas a reliquis quatnor- quantitatibns, 
ex hypoibesi, data ratione dependens. Sie in genere aequatio diHerentiarttm 
|iartialium inter m variabiles comiderari pote^t fanqaam aequatio difrercn- 
tialis vulgaris inter am — 2 variabiles, si m variabilibus principalibus . 
(z, X, y, . . .) adjiciantur m «- a variabiles jRccessoriae (p> q, « . cum oc- 
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Cfirrant m — l. quotieatea cIiiFercntialc3 , quoirum aulem nniu, per reliquos 
9^nantitatM dAtiu» noa m computum ▼«olt Jftnt' rero Mongius (1. c ) jam 
pri4eiii docuit, oontv» ojpuuomni- ancm vnlgo rMeptamy iieqiuitioiies cUffe- 
imitMci, qnae oriiexus sic 'diictis integnbiliteti» lieiid letisfiieient^ hand pr» 
«bflurdia lubdidas esso» aed potiu» easdcm «ef«ni integrationem admitterot 
anodo von per iinam aefuatiattem it«i»*«i^ Termnper srstema plurium aequai»^ 
ti<9ifum0' Qww egregia observatto si in nostro problanate adhibeatnr» 
oonaiderandnm est» ^nod «olutio aequationi» difl»reuttarum partialium essen» 
tialiter exigat expressionem unius variabiHiim ptlncipaliirm per reliquas. 
Quare variabiles acce.«soriae (p, q, elc.) in compuLum ingrcssae iterum sunt 
eh*minanrl3e", quarum numeriis rum sit m — 2, numerus ,TC(]ualionum, qua- 
Tiim systemate integratio conunetur, non major esse «lebet quam m — IJ 
quod cum ita faerit» ex bia m— 1 aequationibus eliminando 'Vaiaabiles a<^ 
cmsorias lemanee aeqnatio- fiadts inter ipeas vniabilcs princqpalas, At-in 
' hoc vgfo cardo difficultati» veisatnr. NuBique sieitti evidena e>t» aeqnatio» 
nim difierentialem inter txes ▼ariabiles per syatema dnarum aeqoationum 
semper ^ue integrafaiQem, ita Irand difficulter intelligitnr, idemqne. 
a Mongio explicatmn est (1, c. p. 533, 34.), aequationem diffsrentialem iater 
a variabiles regulariter, salvis exc^donibaa aingularibu?, per syftema n— i 
aequationtim integrari posse. Itanup in noftro cajti loco desideratarum 
m — I aeqnationum nancisceremur am — 3 aequationes integrale!!, i. e, Justo 
plures, quibus finem propositum neutiqnam asseqni lii eret. Sic igitur nostra 
aequationes diiTerentiaruia pai ualitmi considerandi ratio sterilis omnino foret» 
neqne aliud qoidquam suppeditare videretur, quam r^uctionem problema* 
ds siinplicioris ad problema magia compUcatunu Etenim qnanquam aeqna-. 
tienea djferentiamm pardafium rite considftrentnr tanqnam aaqnationes dif- . 
farantialfle ▼ulgaxea» ez altera tamen parto hao poctexiorei longa ktius pa» 
%UBi., et contra iUae haram^formam tantum simpliciasimam ostandnnt. .Qoare 
oyinio^Teri aliqna specie hand carere ▼ideretnr» qnod forma simplieissima . 
oeu caana langujaiaa «QKeptns per sysiema paucioiina aequatimuim integrari 

*) Haud COngTua snnl, fjuar EuTrrus di» afjpiadfinlLtw diflcrrntialibuj infrr trfi variahilM cridTio 
intcgnbiliuiis oon respondeotibus itatuit, „%uod eae MOl abiuunia», nihil plaae MgDificanle», i|nod- 
que de cMWB jDlii§niitf«M atMctlari quikni iHMatt (t «■ p. t.}. Aorl* « fcm i i t 1Uih||c iViitau 
dc Pwis 17B4. |k Ce fit*!! y ««oft d^pbuBdc, cVloit qn» km iaftrtrihi funuil «r* vl^ 

ftamtn par hm icBie «qaalkia.'' 
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qwear, qr^m-i fnrmn «;eneralis ''), Attamen rem ■^eriM sr habere, accrirMior 
consitleidtio acquationum differentialium vulgarium inter quotcunq«e varia- 
biles me docucit, sic<^ue perveni ad propositionem novani ei niilii quidem 
iaexpectaum, quod jjuaeris aequatio difFerentiali^ vulgaris primi ordinis 
inter sn et vaiiabiles semper per systemft n «eqiialioiiiim (vel paa- 

ciorum) integrari postit» Ex qua propositaoae generali, -qvae nanuam ista- 
Tum aeqitationwn' baccewu efeiam poit laudatam BSongii obsemkionemiiaui 
satis pcrspectam magis illitstraie videtiir, sponte quoque eonseqiiitur ceu 
corollarinm particularep soluiio AequationmxL di&rentiarum partialium anter 
quotounque variabiles oompleta* 

(Jnae Iiar.tcnu? nniverse Rdmnbiala clariorcm luccm acciplent, ${ ea 
primum ad casuiu simplicissimum, sciiicet aequationes differentiarnm partia- 
)ium inter trei variahiles, applicemus. Et enim quanLjuam hoc problema 
jam a L>a Grangio solutvmi sit, ipsa tamen cxpoj^ido iuventoris (L>e«^ns I. c.) 
a dubiifi non omnino labera» novaque egregtae hujus solutionis deductio et 
illuscratio haud prorsus si^perflua esse videtur, qnae qnidem abslvahendo a 
critetio sic dicto int^abtlitatis, nee dsnnde supposita jam integratione aeqna« 
ti<Mium linearium, 'transfonnatione tantum simplics aequationis prc^oeitae 
generalis breviter absolritnr: in qua poiro deductione pbaanmmum singnlare, 
I^a Grangii sagacttate defeectunL, ab ipso,tantnm ad enodandam difEcnkatem 
Boluiioni adliaerentem in auxilitmi vocatULm, quodque accessorium ac veluti 
accidentale vidert poterat, jam directe et principaliter investigatum, atqne ex 
ipsis calculi fontibus haustum pro rundainento totius solutionis aequAlionum 
difiereatiarum parLialtum mtei uc-s variabilcs jponitur. 

$. 2. 

I 

Priasquam anttm xem ipstm aggrediamur, praemonoidnm est, in oniP 
ni hac disquisitione snpponi tanquam cognitam integrationon aequatioattm 
diferentialium inter duas variabiles, quam saltem per appfommationem opo 
serierum in potestate esse constat. •i^uae qnidem infcegijUio «b ommbns Ansp 
lystis, qui aequationes dilFereniciarum partialium tractai^uii^ postulatnr *). M 

vero 

d) Dari c^viiis p5t<<»plo», ipse Miin^iin Djncrval 1. c. p. 3^4. ,,T.r noTnhrr drs ('(jnalions inh-j.-alc» 
B'cst p*i luu|uars, comaie Jtus lc prfc<*4liiut, >-^ul aii numbrr «]r* vartJblri iliminur (l'uiic iinit'-. 

«) Euler Calc. InlrKr. Vol. IIL p. 34. „in hoc nrgotiu , iiuoiie» resoluti(Mn«m »6 ae^putianem difTe- 
icntialrni intpr duai variabiU.*' rtN^iK crc li<.-«t, prohlema f IX> fflHOllllB [f It Iwfclttdim'' ct. |>. Cf. 
Idrm o]>«crvat La CiraagR Mem, dc 6«rUa 1779. p. ibS» 
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vfxo htio aoa cantmii partnttt casw Tiilgo nbtmiy . qno dfltnr oiia ae^iiatio Ihp 
ter dnas traiiabilair vonim «tinm casus coraplicatior» qao dnao, tza» etc« in 
genere n nequationes conjunctim intdgrandae intertres, quatuor • . vdn-^I 

varinttiles dantur. Nota stint, qaae Alenibcrtus aKiqtie Analystae de hujus* 
xnodi inlegrationibiiii docuerunr. S^fficiat, hic breviter ostcndere, ifl. <]uod 
alii auctores non satis generaliter iiiustrarunt , cujusque in sequentibus fre- 
quens crit usus, quod tales integrationes semper ad integraiionem unius aequa- 
tioai» intar doai ▼artabilas rarocari possint. 

Sint propositae a aequati^ttea^dilEereiitialea primi ordinis iater a -f- 1 



vanabtles . . . ik aub hac foma, ad qiiam semper caa reroeare Jicet3 

-" t, ,» . 

0 dx s Xds . . 

a) dx 8SS Xds 

3) dx = Xdz * 



a) dx S8 Xdz, . 

ubi qnantitates X, X,..X dato utcimque modo pendent ab ipsis variabi- 
s * 

libus z, Xt.,x; tmn Iiis aequatlonibus inferuntur w h t ioim inter istas n i 
rariabiles, ex quibus una variabili pro. pziiidp,ali assumta, reli^uas ab i)l| do- 

pendentes tanqnam ejusdem fimciiones considerare Hcct. DifFerentiando aeqna- 

tionem primam, dz tanquam . diiEere^txale ^ constans assnmendo • prodit 

1 '« - * .1 

d*XAdX*dz* Est antem dilFereiitiale complettim vff X»' taaqaam faitctio- 

t 1 / ' % 

nis explicitae plurium quantitatuna, hujus formae: dXsMdx-f- Ndx 

' , 1 » 3 

qaoB» «obititiieado valorei «Sr dx, dx, dx».. . ex ipsis. aeqnationibm da- 

X' l 

tisj praebet dX = Fdz, unde ht d*x = Fd£', nbi F iiidem est functio 
. .1 . 

data*TariabtIium z» x,**.x. Simiti modo liaac aeqaationem ' mrsg» diSa- 
ilieiitiaBdo, pvovaoit d^xstQd»'} qaas.digeren t iat i o oe a coniiauaiido tanden 
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difFercnliate n'""* pro^t d^z^Sdz". Quod si nunc concipiatur, ex his n 
•eq^udlioaibtu 

a) d«x ?= Pdi» 
») d»x = Sdz" 

S 3 n 

a— Tiiiabtles z, x»**x tff****""»— «Me» prodibit aeqtutto difleraitialb • 

gxadM, fue UKtem dne* veriabiles x ec s imrokit. Cojiu tategratie 

««migleia pmWfe v tampiam Ibnccioiieiii eegnitwn TariabiQia a» in quam in- 
Si;pffieiitiir pneteree b oomtaiiiea arhitrariae % 1h e» . . . • fpaaa deinoepe rdi* 

qua« variabiles x, x,..3c, tanquam fnnrtTones itidcm cogmtas vanaLili?. %, 
eanmdemque constantjuro a, >>, c, , . , considerari posse, ex ipsa pi ac-dicta eUnuo 
natione, valores istarum variabilium suppeditante, manifestum est. 

Cetenun dantor casue, quibos mtegratio pluriaiB Mquatiorum dilSnreB- 
tielinBi, conjonctiBi locam lielieatMiB^ iiMiliiu, qjnam BMdo gcneralt liic Iwc- 
viicr ndnmlmKo, perBci potest» 

Prelilemal. 
AefntioBem tifiBreBtianiBi pariialium inter ires irariabiiea oooqplete 
iBteynie» 

S o 1 n t i o. 

Cnm" in aeqnatione dz = ptlx-^-qdy, relalione data inter q, p, x, y, z, 
nil inferatxiJr quam determiuaiia per p, x, y, z, ijuanLita& p re&tat iiide- 

terminata, hincque istam aequationem cea aequationem dilEerentialeni inter 
fQatnor vexiebilesz, x,)r, etp ooaaiAeriMlicet. ^ob loco qnaatitatam z, x, p, 
aKas irea fnaniitaCe»*e,1i^o» mtrodacere licet, dmB ,pro n» X, p pro 
aomantnr fmiciioiMa f«r a, b, c Qaomodocuttqne emm io habeant qnaati* 
talea a^xetp, (qoanBB rdeiSo «dhne inoogaita est}» et qnaUtercmiqae eoci- 
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piflntur praeSictae funclionw, sftnper concipi possunt tre« valores »i5y a, b, 
qui astumtis tribud aeqoationibus ralores rmv t, x, p per y, a, b, c exprimenti- 
bus satisfaciant. Qua quidem ratione aequatio propo^ita dx = pdx-4-qdy 
generatim transformabitur in aliain acquationem inter quatuor variabiles y, a, b, c. 
Jam vero istae functiones siibstituendae ita sunt definiendae, ut tam quaiu 
«K calculo caBaatit? tiim eiiim prodibit aoqiiatio inter tnMivariabileta,b,c, 
quam tponte pcr eyetema diianna' aoqvtttimmm intqprarcb aicqoc (mti in intro- 
dnetioiie $. i. obeervatum est), littem propoutum aaaeqiii lioet. 

Cnm X, z, et p coacipiantiir eese fttactiouea '«iv j, a, b, c, «armn diSa- 
tentialia seqoenti modo exprimi possunt; 

dx « Xdy + ;«da + X^db + dc, 
dr =r Zdy + ^da + ^db + ^"dc. 

dp = Pdy + uda + Vdb + w dc; . ' • 

wLi p«rinde est, sive X, x"; Z, ... P, ... «kplicite ab 7, a, b, c 

sive impJicite ab y, x, p pendere censeantur. Cum porro detur relatio in- 
ter q, p, x, y, z, concipi potest q u a ntit at q expressa per p, x, y, z , quo facto 
ejna diEneatiale haac nanciacetor fomuun: d q = q' d x + q" dy + q**d z + q' 'dp, 
ubi q', q", q"*, q*^, pro datie Ibnctionibiiu tm» x, y, a, p luiberi poMont, 

Qnibus praemiacie oeqoatio proposita 
dn «5 pdx qdf 
hanc indttit fonnams 

dCL 



0= z 


dy+ 1 


da+ f 




— pX 








• — q 




* 





Jam nt d y ex haec aequatione exeat, poneadum est , 

I) Z = pX + q . ' . 

tom saperest oeqnatios 

- ^«aa+4:^db+;:::13^dc 

Deindc ni iiacc aequatio cuani ab ipsa quaotitate y libera fiat, coeiTicientes 

f — px" C"— P^ 



qni generatim ab y, a,1^ c^ 



iMpcota «« 7 «on* 



slantes esse debent, hincque tales, ul eonuu diiTerentialia aecundum ^ accepta 



Ba 



t 

(' M\ 
— ^ ^OB«tursO| 'eritN<l^M--Md'N90, 

.. dJ^M am . ^ 3 

ure —7- s . lunc ewe' aebet, 

M N 

i^—ViC' 

Est autem ^''(^ — p%) = ol'^^ — pl- — %<^^p; porro ex theoremate notissi- 
mo de cKfTerentialibus functionum plurium variabilium, cum £iat X| et z 
funciioncs Tojv j', a, b, c, erit ^''^^d^Z, ^'■^s^d^X; hinc 

' d'^— pd^^^Crrrcl»/, — pa«X = a^(Z--pX) +Xd'p 

= d'q 4- Xd-^p, ob Z — pX = q. 

Jnde prodit d» (^— p%) = d' q + X d* p ;cd'p. 

Jam rero est d'q :a q d'x H- q"d'y + q"d«B + q"a'p, 

vaobd*xssx, d'y = o, d'z=^, d'p = ir, erit d'qsss q^x+q^^+qT*} 

cum pneterea sat d'papF, prodit.d'' (^— px) = 





% + q"" 1 « 


— P 


-4-X 1 



• ^'^((f px*) d»^(^ p;^ 

tumiD expressione inrenta X cum X"« J^'^^ evidens est,' coadH 

tionem praedietam edunplen, ^re tret ^iaociente* aequales £«ri, n pouatur 

«)q*' + X=0 
3) qf -.pr=— pq-; 
tum cttim tres istl qnotientet «bennt in q"!. 

llinc prodit X = — q* 

P^q+pq"- 
Unde invenitur ex aequatione (1) 

2 -:pX + q = q — pq"". 



* f ) Si qoaatllM « a plotflna aUb pcadtau, aMoamm «nm cwam «, y 
•iMiiiae Inilar UUllt^ tam ^ bmitalb cimm 'MiB» fcr i^». 
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de nova rnet/iodo integraitdi» \*. 

Qnibtrs igitar valoribus pro X, Z, P suppojiir'!, apqtiaiio transforinata 
trcs tantum variabUes a, b, c cum earundem diirerenlialibus cotitineliiit. Ita 
quideio X, Z, P per x, z, p, y dantur, quoniam q, q', q , q , dalae suni 
functioues liannn qaantitatum. Quare si ia formulis supra assumtis pro 
dx, dz, dp, quaatiutes b, c oomtantium ixutar tTACtentuf, ex tribu* 
M^iiAtioiiibui dUfeieBtialibuss 

dx s« Xdy = — q-^dy 
dz s Zdy = (q'— ^pq^^dy 
dp»rPdyss(q-f-pq")dy 
Tal6mt per y integrando «^iriiiia ppterunt &.). QiUie expre*» 

siones ciim ex stipra (§, 2.) denioustratis tres quantitates con?tanrps arbitra- 
rias «b, 0, 7, jnroj^ inf, quantitates x. z, p etiam ceu functiones twv «, 0, 7 
praetery consider.ue liret; tumque diiFerentialia completa dx, dz, dp, dum 
quoque «, /3, 7, variabilium instar tractantur, sponte ipsas formas assunilas 
inilttent-: ubi mmc pro a, 7 poni posse a, b, c eridcns est. Sic igitur tres 
IQaa aeqiiatione» diffiarentiales uitq;iando wma pro x, z, p» tales fnnctiones 
wm¥ y» «»^«0 iaventae anBt,qmbas tnbstitusis aequatiopropociu dzspdx-f- qdy 
ti^anaConnatiur in aeqnatiottem tm taatnm ▼ariabilea a, b» c involvencsni ImjQS 
' Jbnnaes da 4" Bdb s Cde, nbi jam B, C pro fimctlonibus cognitis •«•*' a, b| 
liabeBda MUit. • ' . 

Restat nunc , ut cistendatur, qnomodo haec aequatio per systema doa- 
rum aeqnationtjm integrari possit. Con^idcrata c tanquam constante, integx*e- 
lur aequatio da-|-B<?Vi = o, sive, (quod concessa hac integratione semper 
in polestate p5sp facile deinonstraliir) , inveniatnr muhiplicator M, qvii for- 
niuiam d a -f- B d b aequalem taciat dilTerentiaii tunctionis duarum variabi- 
lium b. Sit porro baec functio as N» tum erit 

demktaata ^o .Innctimantt arbitnriam qnantitatis c^ qoao fnnctio^ si e est con- 

stans* ^psa etiam ooostaiftis lOcum sustiiiet. At ctiin. tsm nmltiplicator M, 

quam integrale N pnittnr a, b etiam conttneat quantitatem c« coMtaniis 

instar -habitam, erit .completnm dafierentiale *i N, c ettam tanquam Tariabi* 

• . ' dN 

lem tmctando, dN=iMda 4- MBdb + . dc, ubi com N ait fnnctio 

' _ do 

■ dN ' ' 

cognita a» b, c^ ettam =- N' talis erit Innctio. JmA» complete di& 

dc 
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»a Vfaff 

fereniiando aequationem N = *J)c, prodit 

Mda -f- TffBdb 4- N'<lc ss dc.^cu 

E<t antnu Md« -|~ ^B^^ ^ ^ 

s) MC 4- N' » ^c. 
Ib«e igttur At^tttfio coinbiiMUi ciim priore (i) praebec «jitegF«l« completiim > 
aeqttationijt inter tre« variabiles da-l-BdbsCdc. 

Quae jam facilo ed integrationem ae^ttationis nostrae differentiaruni 
ptTtialium transferri possimt. Qunm rimiirtTO z, x, p dentur per y, a, b, c, 
ope trlum .leqiiatiomim djlFeicmialinm nuxiliariiim , vice versa a, h, c ronsi- 
deiari possunt tanquam functiones dalae twv 7., jc, p, y; fjcquc cuam M et K' 
talcs erunt fuucuoae^.. Hinc aequationes (i) et (a) dua:> i^cLilioues inferuut 
inter quatuor qtianlitates z, x, p, y; luide* &i concipi^tnr eliminata qaauticaa 
p, prodlt ffeletio- ^uaeBite inter z» y. Kieo nttegratio prO' coatpleta est 
habenda, etim ea complectatnr functioiieni arbitranam .iigno <p denotatam. 

Denotcmus bic «t in seqnentibus signis F« F« F, F, . . .j porro 

I a 3 , ' • 

f, f , f « . . funciionee cogmta» umns ¥el piniiam rariabilium; tigno ^ ■ 

• " dfx 
aatem(«d)p) foncUonem arbitrariflmj ponro exptimamtt» ^ per fx, et 

pro' fonctionibai pluiinm «ruaabilimiit d*f (x, y, .) ' 

■ ' dx 

per f X i d^ f (x, y, z . . .) per f'y j d» f (x, y, i . . .) per f 'z, etc quam qiiidem 
oommodam notadontm Lafirangitts inLectionibns adhibuit (p. 53.)» 

QoibM praemsMas sntegratio inrenta semper'»ttb hac foxma exhiben 
poterit: 1) F («,y, x»p) ^ i/^tf (». T. ^». P>3 

*) F (»,y,x.p) 8 i^/[f (x. y, X, p)]; 
ttbi vix opus est nc moneam, sttb sipio 1^« fonctionem s^o f denotatam 
Qnins qnantiutis vloem snstinere» et lioc sensu stgnnra intelligendnm eise; ' 

Aeqnatio genendis int^r quatuor variabiles n,^ y.p haee €Sts 

dz = Pdx -f Qdy + RJp. 
ubi P, Q, H qtMECumqnc fnnclioncs data? i^i^ai um v.irial)ilium z, t, y, p dcno- 
tant. Hujus formae, aequaiio |iiioii $. lon ivltrata r.nsum tantutu parlicu- 
larem sistit, duplici respcctu limitatum, primo quod sit R = o, dciude quod 
functio P| generaiiiu per quatuor variabiles utcuiique data, um vaiuUJi p 
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de nava mHkodo integrandL 
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Mqnalis tdliiBtar. Nihilonunns tam^n fnrnui eiiain ista generalis ad tres va- 

riabiles revocari, ficqiie per sysicma simile JnmiHn aequadomuil iategrari 
polefC Qnod quidem «eqtienti problcinate ostendeuir» . 

Problema II, 
Aequationem diirerentiaiem primi ordinis quamcunque inter qaatuor 
▼ariabiles z, X, y, p, dz5=Pdx+ Qdy -|- Rdp, 

denotatillbaa P, Q, K quascunquitt faactioiiM datas istaram rariabiliuiii, sn 
«eqiiationen i«ter tres vaxiabfles traDBfomiaret eanckmqfM per systema daa» 
nmi aeqnatiomim integrare» 

8 o I 11 t 1 

Ad analogiam pnacedlantis sololioiiia fabstitnere licet pn» s> yt P. 

runctiones variabilis z et aliarum trium quantitatum a, b, c. Sic aequatio 
transfonnatin* in tdiam inter z, a, c. Jam istae fimciiones hac lege sont de- 
finiendae, ut ex aequatione hac transformata exeant l et dz. 

Differentialia qiianlitatiim x, y, p, tanquam functionum ««v z» a, b» G» 
sequeati xalione exprimautur ; dx = Xdz,-|-;^ida-f-;t<ib-|-Al"dc 

dy = ydz+ nda + u'db-|- if"do - 

apesllds 4-*Aa4- «'dl> + «"dc* 
Pono eam si»t P, 9, K, fanetioaca datae ^i» s, x, y, p» earum differaitiaUa 
liaac fonam habebvtit: aPi«arax+ P^dj + P^dp + P^dn , 

. dQ KsQ^aoc + Q^dy+ Q"d^ + Q-d« 
dR = R'dx + R'ay+ R^dp + R-dz , 
iibi F, . . r"'; Q', . . Q""; R',. . itidem sunt functiones d«tae| praedictarum 
^uaatitatnm. Jam aeqaatio propbeita in haac abit; 

dc ' 



0 ss PX 


az+ P:t 


da+P>{' 


ab+Px:' 


+ QY 


+ Q»» 




+ Qn^ 


+ Rn 


+ H« 


+ &«* 


+ aar' 


— > 









Hinc coiEcientem dz =0 posito prodits 

0 i =PX + Qy + Rn 
JVestat igitur aequatio; 



oas da + 



Paf + Q»^+R«' 



db + 



P%" + Q»f'+ R*' 



dc. 



P^c+Q^j+R^f P« + Q«+R« 

Jam nt coefficientes db» dc, a s iiberi fiaat» eorundem dilferentialia secttn- 
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dttm s ««cflpta, gDUUitiUtibiu a, It, coastaatiiia iiucarlultttif» ss o poaaa- 
da «uiit. Hinc uti f* praecedcnte debet esse 

d*(Px+Q'»H-i^'*) _ 'i^(Px +Q>y + ivir-) ^ anP:»:' + Qr + R^) 
"Ti+oJ+S Fa^ + Qi^ + RW Pjr+Q«^+^< * 

Est anten a«(P% + Q«l + A.) « -{^.j^a-P + ,d-Q +«d-a* ' 

At rexo ex nota dilTercniiaiiouis fuuctionum lege e*t . . 

Pd';^ +Qd'>f + Rd-»a=;P?d*X+Qd'Y + ad*IIsa 

d-(P3c+Qt +Rn) ~xd-p - Td'Q - nd*asss— xd»ip— xa»Q— .nd^a. 

ob PX-f Qy + Rn=i. Inde Jit 

(P;^ + 0,, + Rir):=:— X*Pi-Td*K--^n*»+»a-P+^ird-^ + ird»R. 

Est porro V P = Fd'x + P'd'y + P'"d'p +r-d«»= Fa5 + p-i|'+ P*'»i 

simiii modo d'Q = qx + Q"»! + Q d-RssR-^+ifii+Br*; 

practereaeit d-PssP-d-x+Fd-y+p-d-p+r-» 

P^X + FY + iTir + P-; e» a*Q + Q-T + Q-'« + Q"". 

d-R = R'X + R'T + R-n + R*". 

42uibus substittttis prodk d" (P55+ Qn + R«) » 



P'X 


x + QX 


V + RX 


+ rY 


+ QY 


+ R"Y 




+Q"'n 


+R"'n 




+0^ 


' +R"" 


— xr 




-rXP* 


-TQ» 


— TQ" 


— YQ-" 


^na' 


-nR'. 


— na" 



d'(Px + Q»i + R») 

rx + QH + R« 



(P — Q ) Y 


X + (Q'-P'')X 


n + Cn' — 0 X 






+ (Q"'— R )n 


+ (r.-Q"')Y 




+ p"" 


+ Q"" 


+ R*" 




''x + Q>r + R«, 



Hinc 
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^ de nova met/wdQ integrandi* . »5 

Hiae]p«niitttaiidi»af« fik« cam *r* V} -^, fT» «^» prodeuiit rcHqtii doo ^[iio* 

Qai Ires quotientes inricciu «ruat aeqiiales, quippe & iiidepeiideiite*, « 

poiutttr «) Q [(r— Q')Y + (P"— R)n + P""J 

5= p £(Q' — r)X + (Q*' n + Q 1 

= P[(R'— P^X + (R-— QOY + R^I. 

Ikide tiiet ^uiitkates lncogtttie X, T» 11 Mt «rifciM eefDiUionilMM do* 

iiiiiimtux: . ' « . 

i) 1 s PX + QT + RH 

P Q,""- QP'" + P CQ' -n X-Q (P - Q) Y + (^p.rj.^Q^,) n^o 

s) r n - R p ' + p (R" - P") X + ( J^ilTj^^^ R) n=Q 

Sumeado ex (i) PXsi t — QT^^RlIt tt mibetitBeiido («), (3}, proait 

(PQ--QP-+ /PQ- + QV + Rr\-_ 
(PR -aP + ^ PR +QR + P'"Q\ Y = o 

'^7+R'— P-» \— RP^— r;q— PQV 

Hinc tandem sequitur ' ' • * 



P Q " — Q P" + Q R.' — R Q' +RF'— PR" 

PR""— RP""+ R— r"' 



PQ"'— P"'Q + QR— QR-j-Ri' — PR 

QuibiM Tilfnibue «lbilitnti$f caloalia nte sabdiictis, fit 

1 — n Y --jUr RQ""— QR""-f-0" — }; 

F PQ^— P^Q+QR'— RQ'+JIF— PR ^ 

Sic itaqee X, T, 11 per foiiotioiies datas nir x, y» P expri* 
nunttiT. 

QtH>d$i jam, uii iii/^praecedeiiti pi^blemate (I* $•)> ^ loniittlia a&. 

, C ' 



l6 

«nintiS' pro dx, dy, dp, qaantUates «i b, e tnqiuun cwistftobe» C08iiden»> 
Cnr, ex ««gttaiioiubu* dx abs xdz 

•dy = Ydz 

= rifi z 

X, y, p per z et tres coni^tantes arbitrarlas n. b, c integranJo exprimtiire 
licet (§. 2.)> eanjndemqne deinde cxprcssiouum difieienlialia completa, dum 
etiam a, b, c variant, «ponie in formas assumtas pro dx, dy, dp, abeunt. 
810 i^tnar cres fanctMniee deudeirataft mmv z, a, b, c inventM «unt^ •fuei 'pro 
X» y» q snbetitnendo> aeqiuitio differetttialis proposiia transformacnr in noram 
najyitfitimrr iniet tves tantum vanabUea a» b. 0. Quo- «ntcBi pacdo baec 
ae^tio. per ayvtema dnanmi aeqnationnin inMgraii ^bssic, in praeoedenti 
aolotioiie (f.. sO Mtia dedaratnm est. ' ' 

Oatemtt cnm nirsus, sictiti p per y, a, b, c dantur, ita vice Tersa - 
a, 1), c pro functioDibcu datis x, y, z, p haberi possint, sponte apparct, 
integrationem aequationis propoi^ttae dz as Pdx *^ Qdy Rdp per duas 
ae^uationes hujus fon^ae expnmi: " • 

: »>?:(>^Rpi») U0i.y.Pr»)3 

nbi «ij^a fnnctionalia sigmfic%to anpra «xplictM aaeipienda ainic 

6« . _ - ^ . ■ 

P'r oble.m> IIL 
Aeqitttionem diAinrentialem Tulgaron primi ordinis inter qoinque ira> 
.riabiles per syscema trium aequadonuii^ ipt^^jrQre. 

' $ 9 1 u ,t i o. .. ■ 

fic aequatio prt^Kisica incer quinque vttiabiles n, 3^y, Cyp, baec: 

du = Pdx -f Q^ly + + Sdp, 

eBBSteBtibus F, Q, R, S fiinctionibus datia tuk u,x, y, z, p. Fingamtis, p esse 
constantetii , tvim aeqtiatio abit in hanc: dn = Pdx -f Qd-y 4" Rdz; qiiani 

tanqiiam aetjualionem iuter qnatiior variabile^*) per «v-^tem»* duaniin leqiia- 
tionum ex p;n|jecedqilti Jpro^lttx^te ($• 4r^ integrar« licet. Qoae iulegrdtiu 
praebet: 

. f) a^qiiaiin timh tintnm m« quatuor terminortim, vfrum ctiam cnnsiMfranJa p.tt tanrjuam arqua- 

tio intpr quatuor variabiles. Celmun io omoi hac di*qtti«itioiie a<>«{naUone* m ten&inoruju , «t 
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de nova m^l/wdo integrandi, vf 
j> F (x, 7, B, q) <^ [f(x, y, a» u>] * 

F (x, y, I, u) = [f(x, y, z, u)]. 

Ax ciim in hac integratione Bupponatiir quantitas p constans, eadenique in 
coeiiicieniibus P, Q, R occurrat, haec quantitas etiam ia expreseiones ab Uiia 

coeiCcientibus pendentes, signis F, F, f denotatas, praeter x, y, z, u 4etenm> 
aato modo ingrediecnr , sioque Ioc9 F (x. y, s, u) poni debet F (x, 7« u, p), 

Idemque de fanicdoiubtt* per signa F et f a|>utis ralet, quae eiunt eoq^res- 
•iones data ratione quinque qnancftates x, y, z, u, p involrentee. Porro caia 
lunctio aigno 'v^ designata sit functio nrbitraria, ea utcunque etiam qviiitita» 
tem p involvere potett. Etenini functio f(x, y, r, u, p) tanquam expressio 
analyiica ex quantitatibus x, y, z, \i, p dato modo cotnposiu, breviiaH-; i^mtfa 
exprimatur una litlera f, tum functior.is arbitrariae \^f hanc funnaiu Imjjere 
licct: v//f = ?tf« -i- «Sf^* -f Sfy + ubi coeflicientes 21, ^Q, (£ ctc. quac- 
lanque «onataiitee simt« luncque praeter nnmeroc alnolnUM aiire revera con- 
tantes etiam qtuntitate ficta «onstanto p quoeunqae modo ^BMtae es«e pos* 
nnt. Sic auton expresno liaec pro )pf nJl aliud est quam fonna geaera* 
■s^Amctionii duanim qnanlitatum fetp, indeque Ifico -^f ponidebet ^((p). 
Hiare praedictae duae aequatUMies casu a nobis' supposito in lias abeunt; 

i) F (av r> >> ^ P) = ^ y» «» w* ?)» p] 

b) F (x, y, I, u. p) = -^'[fCx, y, u, p)] 

ui signum ^ secundum notationem Grangianam supra $. 3. memoratam 

tcipiendum est. 

Quaf: binae aequationes nccev«6ariae quidem sunt ad integrationem com- 
ptam aequationis difBsrentialis prqpositae, cum luec sine uUa Jimitatioiie» 
Incque etiam pro constante p, Tsleat: at eaedem non solae sufficiunt, cum 
iquatio diflEwentiaUs non tantum pro constante p obtinere debeat. Ad ia> 
iniendam tciMam aeqnationem, ^na .cnm ilUs «mnbinau integrale comple- 
tu exliibeatnr, pnma aeqfiatio ^liffi»fntian4«.est» ita ut etians p inatar «»- 
xinlis tractetur. Tum fit, secnndnm notationem modo laudatam, 

x . dx + ry . dy + F^a . d* + ru. du + rp. dp ssB i^f . df + ^p . dp, 

9 

littram f bjreiriiatis gratia, uti anlea dictum, adhibendo: inde.ob 
(ssf x.dx + f'y. dy + fa.da+fn.du + fp.dp,, * 



•8 rfaff 

et &uL5lilueiuIo \^'f==:t^(x, y, z, u, p) cx ^cquaiione fit 

F (x, s> Vf P>* (fx.dx+ Fy.dy + r».d» + Fu.dn + f'P*dp}+ ^P-^F 
vel d«3s9>dx + £idy4-Stda+6dp, itbi 

F x — F (x, y. X, 11, p) . f « 
9 » j ^ , 

' ftt.F (x,y,ss,ii,.p)— ^Ftt 



F y — F (x, y, k, u, p) . f y 

f tt . F (x, y, s, u,p) — Ftt 

. . . • t 

F*» F (x, y, z, u, p) . 



r tt . F (x, y, a, u, p) — F u 

_ rp — F (x, y,g,n,p).fp— "^^p. 
f u . F (x, y, z, u,p) — Ftt 



Ftwctioiw» Httevis F, f denotalu itidem pro Ibiictloiubttt dat^ 
X, y, K,tt,p, Iiabendas esse, In ■perto esL J«a| ri uitegrationis opeprar 

cedenti? proLlematis inventae, posito p constante vel dp = o, aequaO 
c!u = 5^dx -f- iilcly 4" 9lds consentire dcbct cnra aequatione proposia 
du = Pdx + Qdy -f ^ntle aequatioir ? ^=P, £l = Q, =1, 

idenlicae ct pro quovis valore constantis .nbitrariae p valcre debci; 

ubi mmc pfjrinde est, sive haec quautitas indeterminata tanquani variabii, 
»ive tanquam constans consideretnr. Quare ut ae^natio dusf>dx 4~^y 
•^Slds-I^Gdp cum aeqtiatione propoaita dttasPdx4-Qdy4-B.dz4~Sj^ 
ex omni parle compiret, nil aJiud leqttiritnr, q,nam nt sit inanper 6 =S i n^ 

prodit F'p — F (x, y, 1, u, p) . f p — s=k S . [Fu .F (x, y, z, u, p) — F), 
z I 

vel ^psFp — F (x,y,2,n,p) . f p — S . f n . F (x,y,.a,tt,p) + S'/»* 

- - , , . ' ■ . - • ' f 

Sic {gitnr etiam ^^'p aequalis reperitnr lonetioni datae «w' x, y, z,/ p,- 

qnam litlcra F notenui.s. Quarc tandeni integratio completa aequatibnis/ro- 
positae sy6icmiiLe hanun tiiiun aequationum compreheaditiur; 
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d9 itotUf methodo integrandi. >9 ~ 

a) F (*» y» z, u, p) = ^ [r(x, z, tt,.p)] 

< 9 

' s) t («»y»»»yip) = ^p'. 

' 5. 6. 

Problema rv. 
AeqnationMn JifTereRtiftnim partialinm inter ijiiatuor vdriabiles u, z, x,y, 
compiete ixxiegrare. • 

Solutio. ' 
Sit dtt = pdx -f- qdy -f- rdz, tom data snppoftinir relatia inter- 

,.a. . , du du du 

trcs qaotientes aittereiitiales p = , ^s~-,rB-— , et ^^uatuor varia- 

dx' 

liles x> y, x/ ex qiia qnMritar reblio inter has ipsM gnatnor qnantitates. 
Jam aeqnationein pieedictiftai cdBaidertre licet tenqnem aeqnatipaem inier sex 
vaiiabiles n, x, y, z, p, q, per quas ipsas etittn r datnr. Quam aeqaationem 

difFerentialem per systema trium aequationum finitaram integrure oportet, ex 
quibus deinccps pliminnndo p, q sponte prodit aeqnatio quaesita inter u, x, y, %»■ 
Quum vero in pmecedeiui problemate ($-5 ) ostensum sit, qnomodo acquSp 
lio diiierentiaLlis vulg*ixis inter quinquc variabiles per systema truun aequa* 
tionnm integrari queat, nil aliud nunc requiritur, . quam ut aequatio propo> 
aita diffnrentiamm "i^artiftUnm in aeqnatieiiem diEerentiakm mlgarem inter 
' fnisqQe Tanabiles- transfennetnr. Qnem ia finem ponanms^ uti sapra $.8* 4* 
|no ac,]r, substitni Iniietioiies quantitatis s, dianniqne qninque qnan* 
titatnm a, b, «w ^ f, qnanmi fanetioimm differentialia Kanc fonnam habebnntt 

dxms X d z + X d a + d b + d c + ^ij-^d e + df 

dyssYdz+ >jda+ i,'db+ 1,'dc + »i"'de+ n^^df 

du = Udz + uda + u'db + '/(1 c + v"'de + ^"'df 

dp = Pdz + 'TT d a + 'jr'db + TT d c + Tr'"^ e + ■^""d f 

dq = Qdz+ qda+ qdb+ q dc+ q"de+ q""df. 

Cum porro ex relatione data'p ei^rimere lioeait per "ktjt*» tt,p, q, 

Sfjns diftririuiale banc formaTn indnet: 

dr = r dx + r dy + r"'dz + r" du + rMp + ^'"dq, 
«bi I , r , . . . r^' sinit funcliones datae illanim sex quantitatnm. Quibus prae> 
missis aequaitu proposita du = pdx-|- qdy-t-rds in lianc abit: 
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dz + p% 


fla 4- py' 


'11) + ' 


<lc + p%"' 


dc + PSS"' 


+ qY 


+ q»! 




+ 


+ 4 »> " 


+ 4^" 


+ r 




— V 




— w , 

















fdf. 



Qno nunc ex hac aeqaatione tam dz qTiam z exeant, ponendum est 
i)U=pX+qY + ri 

, i_ d' (p X + q y - '■^) _ <p ^ + r — ^ ) _ C p:^ + q ^ — -0 

_ d'(p%2+iljrO ^ A^-^p%" +q^-"— ^'j 

" px"' + py"'-^'" pz^ + q)'^-^"^ ' ' 

Evolvere i|;itttr oportet d*(p% + qy — «)» ita ut in differcntiatione sola y 
reu variabilis tractetnr, a, b, c, e, f pro constaniiluis LabiLu. E&t auU^i 

'i' Cpa;+ qy - 0 =^ p /: + q^' y - « + + >' «i; q ^ , . \ 

J?ais prior pd^z + *" '^'"•^ ^*"^ 

■ =pd'X + qd«Y — J L (pX+ qY — U)- Xd^p — Yd*q .;. 

Xd'p — Yd'q, vi acquationii (i). At verO est <t*p'=«» 

d = q, d-r = i^d-i + x^a^y + ie^d-tt + r'd'p + r"d.q ; 
^ , -^. r' + r p -^r^^i d»ps=P, d»a— Q. Hittc Ik 

d^^Cppi+q*»—") . . 



+ P 1 + Q 



n+r-^ j w-i-r'" 



+ Y 



_ , *r " * IT- 1'- IV 

Permuianao f , i. , cum X»w;:*;,ti,ui%,il,i/ ; a:. , *» . »^ . 
reliqui quatuor quotientes prodeunt. Qui omnee emilt inlttr <e et primo 
aequales, quippe a v,%,»i independentcs, si ponatvr 
' a) r'' ^.^Cso 
5) r"+Y» 

4>r-P«-p^\ ' 

Ilinc prodit i) X = — r* ; 

ft) Y=»— r^" 
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de nova mcl/iodo integrandi» 2i 

4) Q^x^^^qi:*' 
Unde tap^m •equilur 5) UaspX -t- qlT^ r . . 

Sic igitnr qiuuititatm X» Y,U,P» Q pro ftmctioittlitu datb v«r 31^ c» n, p, q 
haberi pOMunt. Quod «i-nuac in fbnnnUt diffierentialibas ■snimtb a, b, c, e, f| 
conataBtiiim instar tractmtar, ex aequationibua dilferentiatibaa «nxniaribm: 

I) ax = — r^dz • ' 

t> dys — r»ds 

S).d«as(r~pr'^ — qr^O^» 

4) clp=(r+pOdz . • 

^) dqs»(r''-i.px''')d» 

ope uitegrationis ($. &.) x, y, u, p, q, per z ec qoinque quantitatea ooMtan- 
tea arbitrarias a, b, c, ^ f exprimere licet: qnahim deinceps expressioaran 

differentialia completa, ipsas has qiiantitaies pro variabilibus habendo, fonnas 
assfuntas sponte recipient. Ouos itaque ralores pro x, y, n, p, q in aequa» 
tione proposila d« = pdx -h qtly -I- t<1z subsLilueiiLlo , abibit in affjua- 
tionem, quae, exclusa z, quiuque tanciuu quantitdte» a, b, c, e, f, carumcjuii 
diiTeremialia concinebit. Hujus autem aeqiiationia . traosfornutae integratio 
ex pToblemate praecedente 5.) hia tribota aeqBaiionibua oomprehenditVLrs 

1) F (a. b, c, e, f) = [f(a, b. c, e f), f] 

.») F (%b,c,e,£)aa [f(a,b,c,e, f)] 

8) F'(a,b.c^t,f).aRi^f. 

Jam rero, sicuti x, y, ti, p, q daco modo' a z, a, b, c, e, f pendent, ita vict vena 
quantitates a, b, c, e, f, per b, x, 7, 1), p» q expressat eaae eondpere Kcet. 

Qn.u L rniiciiones F, F, F, et f ceu Rmctiones datae tiuv x, x, y, u, p, q con- 
sideramiae suni, nec non ipsa quanlitas f talis erit funclio, qium si^au fiiacLiu- 

nali f notemus. Sic igitur integratio completa aequatiunis pruj^osirae difForen- 
tiaruni pai tialium inLcr quaiuor variabiles syfitemate trium aei^uationuiii liu< 
jus formac exbibebitur: 

I 

i) F (x, y, s, Q, p, q) sss 1// £f(i^y, fl,ii,p, q), f (z,/.*» n, p, q)] 



2* • PJaff 

2) F (x, y, z, u, p, q) s» [f(x, y, z, U, p, q)] 

5) f (x, y, 2, U, p, q) = ^^' [f (x, y, z, Ti, p, q) J , 
cK quibus , si concipiantur eliuiinatne quantitates p, q, prodil; aequatio qiiae- 
sita inier x, y, z, u. Quae porro integratio, cum functionem arVitrariam dun* 
rum (^uantiiaium complectatur, pro compieci est hal>enda. 

, " #.7- 

jProblem.aV. 
Aaquaticniem dilTerentialem volgaxem inter mx ranabilea «yiMma 
irium aeqoationum finitamm iai^rare^ * 

8 o I a t i o. - 

Ciim aeq[tialio dilEsteiilialia inter quinqne variabiles ex problemate 
tetlio per aystema trittm ae^inationnm integrabilis sit , ostendendnmett» aeqiuh 
lioaem dilTerentialem inier sex variabiles in aliam transformari po»se, quae 
qninque tantum vaiial)ilts eanimque riilTerenlialia cnmprehendat. dit aeqva« 
lio propo^ita inter sex variaLiies u, x, y, z, p, q liaec: 

du=srtlx 4- Qdy + Rdz -4- Sdp 4- Tdq, ubi P, Q, R, S, T sunt funclio- 
nes datae earundeni variabiliani. Quare earum difFerentialia iic expriuienlui ; 

dP= P dx -H P"(ly P dz + r'Mp-4- P dq H- P"da 
dQ = O dx 4- Q'dy + Q"dz + ^''dp + Q^dq + Q^'dtt 
d R x= Rl d X + R"d y + iTda + R"dp H- K^dq •+ R**aii 
(18 3s S'dx + S^dy S^^da •+ S^Mp -l- S^^dq + S^^^dn 
aTasTdx + T'dy + T^di! + T»*dp + T*dq T»«aa 

exiatcnlibut . . P^'; Q' . . . Q""*; . . . . T'p . . T**, ilidem Ittactionlbna datls 
i&taram variabiUum» J«in ponamn», loco Tt, 7, a, p, q^ snb»titui fnnetionea 
quantitatis n, et quinque novorom quantitatum a« b» 0» e, f: tmn il|arum dif- 
fercnttalia ita exprimdre licet: 

dxUxdu + %da +3t'db +ai*dc + as^de + jTif 
dyss Ydn + «da + ,^db + »j'dc + „"de + «^'"'df 

ds«=Zdu4- + i'db4. rdc+ rde-HfMf 

dpssPdu + «da 4 «'db + tj dc + w 'de + w df ' • 

jLq^sQdu + qda + 4|'db+ q"dc + q"de + q"'df 

Quae substituendo aequaiio proposita in hane abits 
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de nova methodo integrandi. 
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db + ,..-4-Px" df 
■I- Qi»"' 



Q«0 jazn haec acqnatio .1 cl u libera iiat, ponendum C$t 

petnde lU: ««dem etlam ab n liberetnr, debet esse, nti cu^a (1» 60 



0= PX 


da + P% 


da-f-Pas' 


+ QY 


H-Qn 




+ IIZ 








+ sy 


' -+■ Stt' 


+Ta 













y(Px'^-<-Q>r-4-R^^ + S«^.^Tq'*J . 
^ P^Bf^-i-Qir-Ml^^ + Sfli^^ + T^^T 

QnaM nietiiodo liacteam adfaabita •«volveQcLM mtiit, difflwQiitialia ia 
tnflcilnia banun 90111^09 fiactionuin occnxrattia.- Zat aufeai 

d" (P% 4» Q»-I-Ri + 8 « +- T <») 

_ (>:d"P -Hfd"Q + (d-R wd^S + q T 
. ~ C+Pd"x+Q^"i + R<l"^+ Sd"ir + Td"< 
_ J%(I"P + nd"Q + ^d»IV + ^fr'S +<?d"T 
■ '(+Pd»X + 0tVY+Rd'/: + Scl^5> -I- Td'a 

#y,d"P + >,d'Q 4-<a"R + ird"S + qd-T • . \ 

= ^+d* (px + (^y + Rz + sg) H- TQ) 

(— Xd»P — Yd-Q— ZdfR-r^^fS— <ld«T' ' ' ' 

vel ex ac(£iiat.ione (1), 

_ Jpjd^P + iid"Q -i- ^d^R + -jrd^S + fl^T 

~" (- Xd«P — Ycl* Q — Zd'R — 9>d^ d — Cld^T. 

At rero en d* P = P d' x + C ' d' y -f P' d*z f ^•''d-p + P'd'q 

=sr ;tt + P «i + P^^^ + f ^ + f^^q. 
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24 ■ PJ^ff 

« 

= P'X -4- P Y + P*Z + P"5) p^a P" 
Siinili modo expressi: r^tfTorcntialihiis rmv S> T» «ccnndtun a, £ic 



s r X 


z + Q X 


»? + K' X 


^ + S X 


w + T X 




+ Q Y 


+ n Y 


+ S Y 


+ T Y 


T r ^ 




•t» n. /# 


•1*5 


-J-T. Z 


+P"g) 




+ R'^ 9) 


+ S ^?) 




^p^a 


+ V a 


. +K^Cl 


+s^a 






+ QV. 


+R" 


+ S^' 


+ T" 


— XF 


-XP^ 


XP'" 


— .XP'* 


^XP^ 






— YQ" 


-.YQ'* 


— yq* 


— ZR' 


— ZR' 


— ZR* 


— ZR'^ 


r-ZR^ 


— 5)3' 






-S)S" 















Jam ^aotiens 



PX>+ Q»l + + -»7 Tq 

enndMii valoran aerrabit, permutaaAo x» |y ic, 4| cmn «^, q j 

t*» (*» -l^» ifi * ' * XTt f*» «*'» JT^» ^**; M «ttmeraiorem e^ fotmem; 
.MF% <f MQq 4 AE-K^ ^-Mftr^*^^^ '■▼oeere Uceft: ^mppe tum qnoquit ' 
qnoticntes ebcnmt in 9C Hlud autera loeom liebe1itt« <i hae ettpponentnr 



•) Q (P"4- (^— >y)T + (P^— K') Z + {P^— S') p + (f^—r ) a) \ 

=p [Q«+(9'-p-)x+(Q^-a'')z+ (Q"-s*)|) + (Q''— T-xa) 

5) R[F"+CP*— Q-^T + CPI^— R')Z+<P»^— S')g> + (P''— . 

= p [R^ + (R' -p«>x + jcr— <r ) y + (ar— s*) 9) + (r"— r")fiij 

■ 4) s [P^»+ (P''-Q') T + cp»— RO z +^P"— s') 5> + (P^— T ) a] 

a*P[S"+(.S' — P"; X+ (S — Q" ) Y + (S**— R»") Z + (S' — T'^)£]. 

6) T[P" + (P"— Q^^T + CP^— R^^Z + CP»*— S^^^ + ^P^^-r^Q] 

= p(T^'+ (r— P')x ~h(r— QOY + (T — ivjz + CT'"— .s') g>] 

£x ^uibus citiatiior ripqnationibasi junctis cum priina 
1) PX + QY + RZ+S)>+Tilsst i 



Digitized by Google 



d9 nova fnethodo integrandi, zo 

qmnqae quuitiUfeM 3^ T, Z» S>, £t« detsnniaara oportet. Galcolis zite S(i1>> 

dttctis» prodit T =: — » eadsiente 

/(PR' — RP* + RT' — TK'-f-TP*— PT") (3?"' — PS"4- P'^— S*) 
=s^ — (PR"— RP^ + RS — SR -j-SP" — PS ') (TP"— PT"-}- P* — TO; 
(—(PS*— SP'-HSr — TS^+TP*»— PT»0 (RP"— PR" + r-^R';; 

!(PR'*— RP"4.KS — SR4 SP- — PS ;p (PQ" — QP^ + QT— Tg-f-TP"- PT) 
— (pR*— AT- Tii'+Tr— rr) (PQ*^-QP^+QS-SQ+SP -PS > 
^ (PS»— SP»-^sr — TSf +TP"— FT*') ( PQT. Qr+QR-RQ'f Rpr-pR) 

Ex Y proUic Z, permutando invicein litteras Q et R, atque indic«s " et'**; 

sixuili xnodo ex Y prodit f) jrd £t, penuutando in expresiione pro Y Utteras 

Q et S, vel Q et T, ttee noa iadicet ' ct «vl * ek Sie denominator S s 

inraiiaMis maBet* niai qnod signa mmet. Quod ed X atdiiet, ixt!vvittiA 

1 — QY — RZ — S® -- T£l 
Y, i), a, e*t X s=: ^ ^ , vei etiem X pxodit 



ex T, penantendo inriMm litteies F <c Q, maiMs ' «t 

» 

Que ntione detegmanetis X, T, Z, 9)« £Li si fiogendo a, b, c, e, f case con- 
«tantes, ex acgttationilnis dx = Xdu 

dyssYdii 
ds BB Zdn 

dp = ^dn • 
dq 8» Sldai 

sectindum $. a. expriraantnr t, y, t, p, q per u et qtiintjne constantes arbitn^ 
rias a, 1), c, e, f ex ipsa inf^^-^ranonc ingre^sas , t^aedem expressiones, suppo» 
silis dciiici ps a, b, c, e, f, vdiKil Tlilnis, praebebiint furf iK jjrs Twy n, a, b. c, e, f, 
ita coniparatas, uL eas pro x, y, z, p, q substitnendu aequatio di fT( i tntialis 
proposiita abeat in aequationem inter quinqne quantiutes a, b, c, t , f, t .irum- 
qoo diferentialia. Jam' vavo ex probleniate { s) integratio buiu» aeqaatioma 
transfinnMtae Ins comptciiendiMy txibns aeqnataontbos: 

i) F (a, b, c, e, = >// [f (a, b, c, e, i), fj 
») F (a,*b. e, «, f)= i^/[f(a,b.«^«,f)l 
5) F (a, b. c, c, f; = 

D s 
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«S Pfaff 

Cum ^item ftiagiilas yiitntitaos a» c, e, f f«r jc, y, z, p, 9 et a expreuas 



t • 



«Oiidpare liceMy feacdiw w Iktern F, F, F, f insignitM^ nec aon ipsa quan- 
tit» f, f— ipim fiiaetioiies datfe ««c y« Sr p» 9* u «oondefari poMmic. 
Iteqne int^atio «eqoationM propositae his taademalMoltritnresqiietijOnilMiss 

») ^ T. ». F. 4» «> = f f (5^ Xr * ^)! 
3) F (x, 7, 2 p, tt) = [f (X, X, p» 9, u)], ' 

. a, 

Si uf praeccdente solotioae numerator ct dcnonunator formnlae pro 
T erolruntur, muliiplicatione actu institota, illius cennini ^aad Uuius 

terniini loc a3 ^lo rcducuntur, ruliqtiis se inxtluo de^truentibiis , sicque di- 
Tiso nomeratore et denominatore per communcm Eictorem P, et ponendo 

~ « SK', ^ « aH', piodit T -p^, existcnle 

p (T"'S^ ' — T^' vS'" + R*' S^— R' S" + T^' R'^~ T" R*^) 
i-f R (S T" — S"T' -j- P'S" — P"S' + T" P" — iT^^P"^) 
^ ^ (B'P^'_R'»P»_|_ T^'P"'_r"p*« -I- R^T — R T") 

"~ 1+ T (iiS = — ii 'S' + S"'P"— S''P"-J- K F" — K r^') 

1+ S'*?'.— 8'^'"+ S*T"— ST + lL"r— B,'T"i 

porra 

/S» Q'"— S'"Q'+ S"'!"— S* r"+ Q^— R' Q"'+ R T"— R" T A . 
V. + R^S*— B*S' + T"'^'^ — T'' : J 
- ST"— 8-T+ SnP'— P"S*+ R'»r— R'T" +RT'— .R*'P»\ 
+H'S'— K»S'+P"T"— r*P*' ' ' J 

_ / ^SQ'— s'Q'+rs"— s'r +p»^— p^Q^+p^r— rT^x 

I /Q R'— R Q' + R'T — R' T -I- p-Q'^— p^Q-^-J- p — P*T'\ 
[+ ^ -fR p^—R^F -l-Q^T'— QT" / 
' , ^ V Q — S Q + S P — S P + R Q''— R'»^ Q + R'' F — R V 
**" V +R'S'— RS^ + P^Q^VP^Q" J 
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de novu mcLhodo inLc^randi, 27 

Ex T rdiqnae quatiior qpunititates X, Z, f^, £t modo praedieio 7.) facile 

deducnntur. Ceternra ex liac -transromiatione denomJnator omnibus qumqtie 
qtTnntitfitibus conununis cst, quod de dcnoniiiwrore fonnube -jjftraieccdeati %. 
pro 1 iiiventae ^uoad X non valet.. 

9' • . 

P r o U 1 e in a TI, 

AeqQAtioiieiii diBiegBMlialem vulgarea iiiters^raiTairiabiles per sysie- 
«a ymmor ae^oAiioman int^rare> 

S o I n t i o*-* 

flit propoaita aeqvatio difierantialia ttiter a^em TariabSe» tr» ^y» ^ *^Ek 9^ 
fcaec: 

du 8 Pdx Qd/ + Adft + Sdt Tdp + IJdq, 

« 

existeiitibi» P»Q»RSrTyUt datia qnJlniacuBqm -fttnctMMuboa eamndeittvacifr 
bilittjn'.. Jam fipgendo quantitatam q ess« conatantem, aeqoalioabitinaequa» 
tionem inter aem variabiles, eadanqoe ex j^blemate praece^iente ^ ^ inr 
t^^rari ifotertt pe» ajwtenui trinm aequationnm huina fomiae» 

0 F (■» ^.y. z P) = ^ [f s, y, z, t, p), f (u, X, y, z, t, p)] 

S) t (n, X, y, t» p) 8s ^'{f (n, Tt t, p)l 

» I 
5 1 F (u,x,y,z, t, p) =: [J:(u, x, y, z, t,p)} 

Ifae arieem aeqtiatiotie» adbibiti» iitdem ntioeiniia, foae aixpn -f. 5« explicate 
aunt^ abeunt in haa; 

l) F(tt,3t,7,^p,q)=^^ [f(u,sr,y,B,t,p,q\f(a,*j7,z,t,p,q),^ 

•) F (ii,Z,7,z,t,p,q)ssi^ [f(a,x,7,s,^p,q)} 

3) F (a, X, y, z;, t, p, q) = >^ [f (u, x, y, z, t, p' q)} 

Deinde, «luuendo primae aeqoaiionis diilerentiale conipleium, quantitate q 

ettam inatar variabilis trnctata, ac substituendo pro ^'f, espresriomaa 
aequationum (s) et (3)', tribua iUia aequationibua accedtt quart«, -hujwa 
lormae; 

4) ^ Cn»»»7.«tt,p,q) a= i^ q. 



Haec quidcm iisdem omnino r.nf ioclnlis nituntar, qtuie supra J. 5. ampliuj. 
Aemomtravimus , quaeque repetcre superAuum ^u. Quibus igiiur quatuor 

' '* * t ■ 

•eqnationibus alisolvitur integraiio 4M^ttationis pro>pofiitae. Signit F, F, F, F, F, 1 
fanctioncs datas, «i(pio ^ funcLioneni «rbitrariaa cxprimi» exmperioribua 

5- 10- 

■ProblemR VIT. 
Aequalioncui clillerenliaiuni parlidliuiu iuLcr ^uiuque vnrial>iiet 
u, X, y, z, t couipl«le integrare. 

S o 1 u t 1 o. 

Sit dw = pdx -|- qdy -f- rdz 4~ •'^ . tum d.-rtur rclatio inter quatuor 
quotientes diHerentiales p, q, r, a, el quiuque varia]>iles, ex qua quaeritur 
relaiio inter hai> ipsaa Tarikbiles. Jam aeqnetionem istam ^onridenure licet, 
tan^tttm eeqnatioaem diJEerentialem vulgarem inter oeto ' vnriabilea 
n, X| y* X( t» Pt 9* r* «^rdusa qnantitate st qnippe per Teliqnis Jata. Quae 
acquatio aategrenda esK pes aTateraa quatuor ae^ittRtloniim, ex qttifaua deia* 
eepft dimittanido p» q« r» pvodit ipsa aeqnatio quaesita irii r x, y, n, t* 
At vero ex praecedenti prolilemate constat, aeqaationem dtfierentiakm vttl> . 
garem sater septem variabiles tntegrari per syslema quatuor aequationum: 
inde id agitui-, ut nequatio nostra proporita tcaneformetur ia aequationcm 
differcnlialem inter septem varial>iles. 

Quem in finem concjpinmu?, subftitui pro x, y, i, u, p, q, r ranctiones 
quantitatis t et fc^piem novarnm quantitatum a, b, c, e, f, g, h; sitque 

dx^XdtH-xda-f-^t^db-l-^^dt + X^de + ai^df + X^dg-j-XJ^dh 



dy — y U -I- TKla-l- n'db . . ■ - . H- »»"dh 

• dz =ZdL-i-^da-i- fdb ; . -f t'dh 

dn =Udt 4- i/da -f udb +yMh 

dp = 5)dt -f flrda + Ti db . -j- w^Mh 

dq=adtH-qda-|-q'db . . . + q^dlt 

drs=9tdt-{-tda + m . . + t"dh 

Sit porro ds :s . ' 



sdx + sdy -f- s "dx + s"dt + s du -1- s''dp + s 'dq + s""dr, 
ubi »'» «"t * % • • • ^^^* siculi ipsa s, aunt functaoncs datac trwr x, y« x, t, u, p, q, r. 
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dc nova methodo intcgrandi. 
aeqoatM dn aepdz + qdy + xdi + sdt in IiAnc tndimabitttrs 

+ -f p;t ' 



«9 



o as pX 


dt + p% 






+ q» 




+ rZ 














— tf 





— 0 

Xs Iiaa «Uiniiiara oportec dt et t quare poaend^ cat 

l) U=:pX + qT + rZ + fc 

Deinde ^otiep* ^*^" ^ ~ ~ r^> 

» — Paj — qif — 

▼aloran «nndein serrase debet» si looo Utterarum &, eaedem indici. 

Vus i, il| ...'Vi» notatae siipponantttKr 

' E»t antem d' (» — p% — qn — r|> s 
• d»v — pd'% — qd»if— rd'^— as4«p-.,d'q-.gd»r 

a= d*U - ptl«X ~ qd'Y - rd*Z.:^d*p — Vd^q— ^d^r 
_'fd*(U — pX—qY— rZ) 

\ +Xd*p + Ya'q + Zd'r -;t:d'p— jjfl^q — ^d'r 
= d«s 4- xa'p + -f- Z(l«r — asd»p — i»d'^-.^d»r, 
Est autem d"p =s«, d'4 = q, d^r^rc, 

dfiMiifd^x + i^d-y + s^^d^z + s^d^u + s''d*p + 8'»^d'q + s^"*d'r 

porro d*pss9, d'qBO, d^rsft. 

d'(u~pX — qir^rQ 



Hiae £it 



— qif — r^ 

+x I +y| +Z 



x + s" h + 8"' 



ex .qQa Iraetiooe exeimt IitteFaex,ir/|^ v» neCaoa «, ^ r» «i ha^ assnmantur 
iteqaatioaes.: 

s" — a = — s' . q " 
4) *'"== 91 = — »'. r 



V 



30 ^f^ff .'. 

5) + X= o ' . 

6) s'" 4- Y = o 

7) 6""-»-Z = o 

s Hinc fit X = — fi'' 

z = — «*•" 

Tandem pwdit cx (.i) U =s pX + qY + i Z + « 

Qua jgitur rationc Septem quantttates X, Y, Z, %1^f^V, tonj^ttam functio- 
nes daue t*»»' x, y, z, u, p, q, r, t, t xprcssac sunt. 

Quodsl wme, mjpfontu Ji, ht. e, ^ £, g, h jc«nitaaiSbQ»$ «x Mfutioiu- 
lia» tttsUivibiu 

dx = xat - . 

= Ydt , . 

ds ss Zdi • 
du «B Udt 

dq ftd*, 
dr » SXdt 

quaeramiir valores tmv x,y,.a, u, p, r j»er t. ,«t septem eimstaiitct «liiltrft- 
xitft int»gratioiie iagmaM a, b, c, ^ f, g,1i, esqpsetti t.): tum hie ipii ta> 
loveB, sumtli eorum differentiaUbus completas,,tractftndo 'co«tantes praedio- 
taft tanquam 'raiiabiteK, condiiionem praescriptam adimplebmit, i. e. ttadent. 
pro X, y, z, 11* Pf q, r, «nbfttituAit aequatao proiiKMiu ' 
du = pdx + qdy + rd» + »dt 

abiuim e»t tn aeqnatioaem, quaeexdttiia t et dt, tantnm lepttai qnantitatea 

a, b, c, e» f, g, b, earumque dilTerentialia comprehendet. Jam hujus aeq[ttat»o« 
nif transformatae intcgraUo ez praecedeati problemate {f, 9.) bis quatnor 
aeqnationibus absolviturs 
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fl) F Ca,,...h) = [f(a,...ii)3 

S) F (a h) = ^ {f(a,...h)J 

4) i (*,.... h) = h. 
Qttod si nmic qaantitates b» c, ^ gr h per z, y, z, u, p, q, r et par t 
pi«Ha« <oncipiaiitar» hae qaatoor aequationeii haa fonoas iadoent: 

i)F (x^y,^t;u,p,^,r) =■ ^ CfX35.,..r), f(x^...r), fCsi...r)]' 

fl) F (x....r) = r//' [f(x,...r)3 
S) F (x,...r) = [f(x....r)] 
4) F (x,...r) ^ ^ (f(x,...r)-J 

ex qoibiM, tres quotientee dilTerentiales p, q»r, disiiaatos concipicndo, pro* 
dit aeqiuitio inter ipsas variabiles x, y, z, t, u; quae est ipsa tntegrntio desl» 
derata, et quidem completa, ob functionem aibitrariam txiom quantitauua, 

P r o b 1 c m a VIII. 
'Aequationem diiFerentialem viUgarem quamcun(|ue inter octo van^bi* 
Jei pcr sjrttema quatuor aeqiuiiamm intei^tazei * 

S o 1 n t i o, 

Sit ' aeqnatio proposita inter octo ranahilies u, y, x, t, p, q, r ,' haec; 
dn ssTdx.-f Qdx + KdzH^Sdtrl-Tdp -f Udq-f Wdr. 

Cum P, Q, . . . W sint functiones datae ^<^v x, y, . . . r, ponendum < r 
dP=t»'dx + P'(ly + r '(!/+ P^dt + P^dp + P'^'dq + P''»dr -JrP^-dn; 
et simili modo dQ, dB., ... dW exprimere licet, nbi 

P , P" 1""'; Q', . . R', . . . R* *"; W , . . . W"'» 

fiincttoiies MLHi iiidem datae. Jam cum ex pioljlfiiiaif (6) 9. aequalio dif- 
ferentiaUs inter septeiii variaLiles per s^slcma (j^uaiuur ae(|Liaiionum integra* 
bilis sit, nil a\jud rcqulritur , quam transformatio «eqnationis propositae in 
acquationem intcr septem ▼ariahile&, quae si&t h^ . , . h. Quem in fincm 
ponamns, more hacienus sefvato, 

dx s Xdu + xda + ^dh + .... + X**dh 

dy =: Tdtt + ijila+ 

dz ass Zdu +^da+ ...... 



3« 



tl t = '^du -|-'Tda -|- » , 

dp = ^du-^^vda-^ • • 

= Cldu -f- qda -|- . . 

dr ss «Rdu 4* rda + . . 

Tum ae(jualio proposita in hauc alut : 



«;=px 


d u -\- Vx 


da-f I';*^ 


.ib.. .. + ?/;' 


dk 




+ 0" 


+ On 


.+ Q>'" 






+ H 


+ H 


+ iH" 




+ st 


+ St 


+ St' 


+ St" 






+T«f 


■\-Tm' 


+ T**' 




+ U£l 


+Uq 


+ U<|' 


+ Uq- 




+ wgi 


+Wr 


, +Wi^ 


+ Wt" 




— 1 











Quae «eqnatio ut a du et u liberecnr, poneadum e»t 

0 j = PX+ Q Y -I- iiz'-i- st + Tg> -4- ua + WSX 

eiuouens ^ _,. ^ ^ ^,1 + llq + Wc 

»<»I«tic]n eunaem servare debet, ponendo 

Z , ... r ; .... l". ... c"' pro ;c. »>»••• 

T^L auteui nunierator 

(Pd";C +Q<l"»f + Rd"^ + Sd"T + Td"->r+ Ud"q + Wil'c ' 
( +X cl"P + >jd"Q + ^d"K + Td"S + ird"T + qd"U + cd^W 

_ (Pd*X+ Qd-Y + Kd^Z + Sd-t + Td*^ +Ud*a + Wd'31 
. < + X;«1"P + »jd"Q + ^d"R + Td"S + wd"T + qd"U + rd«W ' 
^d'(PX + QY + RZ + St + T5) +tra + W9J) 
— Xd'P — Yd*Q — Zd'R — $d«S ~ g)d*T — ad*U — 3td'W 
+ ^tl"? + ifd"(: + ^d-R + rd^S +«d»T + qd"U -|-rd"W, ' 

nhi ]>riina pars ex aequaiiuae (i) eranescit. E t puiTo 

d'P = Pd«x + P d'y + P^^ d'/. + P"iPt + PM^p + p^'d*q + l""d'r 

= Ps: + i"n + P'"^ + P"'T + ^ + r\} + P*"cj 
d"P=:Pd"x+ P^d")'^ r'tr/. + r'M-'t + I'^a"p +P^M"q+ P^M^r + P^ 

= r X + p Y + p "/. + P" i + p* p + p-'£i + p^">x + p""j 
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sjir.i]] 



modo exprimuntur d"Q, d»ft,. d^W, aec aon d^Q,- d"JI,... d»W. 

Hinc numerator priaedictiu £t ' . < 



5= rx—xF 

+ F'Y— YQ' 
+ P'"Z— ZR' 
+ ^S' 



% + Q'X — xr 

+ Q-Y — YQ' 
-f-Q^Z-^ZR" 

+ Q^'Cl— du" 
+ Q""£R— 91W 



« + R'x-.-xr* 

-f R"Y — YQ'" 

-f R"'Z— ZR'" 

-i-R^p— gjT" 

•f R"» 



+ S'Y — T<J»» 

4.s'"z — ZR" 

+ s«» 



+ 'i'X — XP' 
^-T Y— YQ' 

+r"z— ZR" 

-i-i-v p^px* 

+T«a^au» 
+T'«a-*atw» 



TT + U' X — YP" 

4,irY — Yo" 

+ U''Z— ZR'" 
+ U"^— $S" 
+ U'f>— f>T" 

+ U«i» 



<) + ^VX — XF^" 
+ W^Y— YQ'" 
-}.W"Z — ZR*" 

+w™9t-aw* 

+ W"" 



I 



sraienitor si ad fnrmam 

M (P;c+Qi» + IV^ + Sr+T« + Uq + Wr) 
Mrpcetnr, «nditfo p fie di c u cdamplobitur* ladc cutcm bacc sc^uunittr tex 
ccqcctkiwat 

.).- 



h Q (p»— T) I D + Q(P*-ty) I ft +QC'~-.w) I ^ 

— P(Q'— T)| -PCQ'»-^^! — P<Q«^W) 



3) o = 



Rp''»>— p (R'— p^ X+ R (P Q*) 

.PR"» • — P(R_Q'; 



Y +11 (p-^—R) Z + R (P"— S) 



1+ R (T'— T) j 5) +R(P" - r) I £i + R^P*^"— W) I 
--P(R' — r ") I — P(R" • U' ) j -~P(R'" — W"') J 

£C 
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4) o = 

S P»«» — P (S'— P*')^ 4, S CP"— Q') j Y 4- S (P*" - R ) 

_P(S"— Q'^j . — p(&-— R") 



— PS 



Z+S(P^--S'J t 



+ s (P' - T) I g) + s (p^'— u') I ci + s (P""— w) I . 

— P(S^— T") — T(SV— U")| — P(S*"— W*ol * 



5) o = 

TP'-— P(T— P')X-i-TlP — Q) lY-fT (P"'— R) 
|-.PT«" — p(T'.-Q')| — p^r"— R^) 

+ T (l>'— T) §) + T (P^> — U ) I 4- T (P'"— W) 



Z + T(P-' — S') 

_P(r'— s') 



9{ 



C) o = 

UP'"»— PCir— P^-^X+U^P"— Q) I Y+U(P"'— R) fZ + U(P^— S)f 
I— .PIV»* — P (O"— . Q"^ I --P(U^— R'") 1 — P(U»'— S'») I ^ 

+ U(P'— T) |f) + U(PT»-.U'jCL + C(P«'— Wj!^ 
— P(C— T'-)! — P(ir«— W') 



7) o =1 

WP^— P OT— P*°) X + W (F — Q) I Y + WCP"' — R') 
I— PW" . — P(W"— . Q*-) \ — .P(W**— R*") 

+ WCP*- T) |?) + W(P"— U*) l£t + W(P«'— W) 91 



Z+W(P'^— S) 
— P(\\y«S"*) 



Ex U»sex Aeqtutionibiu, junctis cum primft (1), deUliniiuianctae *nnt sepCem 

^nantitates X, Y, Z, £l, 91. Qua deiermiaatione tuppoaita, (quae quidem ex 
jegulis eliminationis vTilgaribxis calculos aditiodum longos poscit, de quorttm 
compendiis infra scrmo erit), isLae quantitalcs habendae stmt pro fiinctionibas 
datis octo nostrarum varia1>ilium. Quod si nunc, suppoutid 8, b,Cf...h con- 
•taatibiu» ex septem aei^uauombus auxiliaribus : 

dx = Xdu 
dy = Ydu 
d« = Zdu 
dt=idtt 
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di = «Kdu 

rariabiles "f, y, t, p, q, r per u et seplem constantes arbtirarias b, c, . . . h 
intej^atione ingressas cxprimantur ($. ii.), t«m hae ipsae cxpressiones ita 
•runt compaiatae, ut cas earumque diiTerenti.iIia complcta, quaniitatrbuB 
a,b, .**h» etiam instar variabilium habitis, in ae^iiatione proposita &ubstio 
tuendo» inao itt aAquAtionem injter septein vaxUbilm a, b, c, . , ; h tfansfonna- 
tnr. Jam varo ex supra demonstratis hujus aaqifitionis ^egrado quatoor 
aeqitationibna hujos Ibkmae absoMtor: 

8) F («» b, . . . h) = ^ [ f (a, b, . . . h) 

3 

4) ? '^» • • • h) = li. 

Qitod si deindc a, T), . . . !i per octo yariabiles j)", • . n «oc|vnttantur, hae 
acquauoncs in has abitorae sunt: '• 

1) F (x, 7, z, t, n, p, q, r) 3B ff («r. . . r), f (x, . . . r),f(x^ , . .r)] 

. £) F (x, , . . . t) == >j> [f (x, . . . . r)3 * . 

3) F (X,. ...«) = ^ [f(«»-.«.»>3 

4) F(xi....»)»te >//[£(»,„. .r)}- ' 

qnarnm s^stemate integralio eoaipleta aequationb pmipoaitae intcr oeto Ta* 
rilibilas eshibetun 

' ' J. la. 
Fxoblema I3C 
' Aeqnationem difierentialem Tulgarem inter novem ▼ariabnes per systema 
quinque «equationmtt intagrare. 

S 0 ,1 n t i o. 

Sit aequado propofita inter novem rariabiles ti, x, y, z, t, p, q, r, s, haect 
<Iu = Pax -f Qdy + Rdz-f Sat + T<lp + Udcj4.War + 3Ed6. 
CoDSiderando imam h«rus^ quantitatuin, veluti s, tauquam con^tantem, aequa* 
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lio altit in aequatlnncm inier octo vaiiabnes, eademt^ue ex J. praccedente 
per systema cpiatiiui .iei^uaUynum integrabiUs est. Quae aequationcs ex ra- 
tiociniis supra §• 6 et 9 adlubiU$ et explicatis, baa fornias recipicnt: 
* ■ ' - , t t 

1) y («»y»«»ttPf q»»»«»») = 4^ E f (x.r» 0» r(r. ...«), f(x, • . . •] 

3) F (x, ...8)= ^^/ [f(x,...s)] 

4) F(x....s)= >^'[f(x,...s)] ' . , 

Siimtltir jam ae^^tuitioiiis (t) diiEerentiale completom, habke etiim • irarie* 

bili, idqoe dtf&rentiele» snlMtituti* pvo if/fp i^f, ^f, vdoribus cx aeqtu- 
tiombu* (s)# (8)1 (4.) cognilist compaxecnr cum aequatione difierendali pro* 
posita, quacum illud ideMscnm esse debet. Qutbus rite obeervatis «eqnatio- 
nabus quat\ior pnoribns aecedet aeqoatio quinta bujus focmaes 

4 

5) F (X, . . . S) = rp' S. 

Quartuu quixique aequationiun combinatione absolvicur intcgratio acquaiioni» 
propositde. 

Problema3L 

Aequatioiiem dlSieKentiarum partiallnm iatei; aex railaliilM eomplete 
intmucUi 

8 o I « 1 1 e. 

Sit du s pdx qd7 4* ^**^* s^t -4* wdv, atque detur reiatib imer 
. quoilente» dtffiercnii.iles Pi q» r, s, w, et variabiles u, x, y, z, t« v, ex qua quae* 
ritur relati6 inler bas ipsas variabiles. Quem ad finem nil nliud rcqiiiritur, 

quam ut aequaiio propo?ita, considerata tanqnam aeqTintio difFerenli;)Iis vul- 
garis inter decem v^niabilcs , lian^formetur in ae<jualionem inier novem va- . 
riabiles, quippe cujus inicgraiio compleia per quinque aequationes praece- , 
denti $. inventa est. Ad hanc transformalionem obtinendam, iii calculiim 
iniioductis uovem qnantitatibua notis a, b, c, . . . h, i, k« moxe bactenus ser« 
vato ponamust 

dx = Xdv + zda 4- -f ;t''"dk 

dy =.Ydv 1«!* + 
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* 




Zdv + ^aa-f- • 


at 




^Cuv -f- Tda -t" .•.«. 


-du 


■ 


t t J t .1 ^ 1 


ap 


■ 


A% 1 1 1 t 

f)d V 4* ird a -f- 


dq 






dr 




9ldr.-|- rda -f- 


di 




©dir + »da + ..... 
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Sit poTTO, w comidcrando tanquam functionem' datam rariabilium et reli* 
quorum quotientium diiFerentialiam, 



^ ( w dx -f Tv ' d y -|- w"'d X -f- w''^ d 1 4- w* d V -f- w^' du -^- w"" dp 



dw 

.\v""dq -f- w"dr-f w*d8. 
Tum aeqaatiu dv = pdx -\r qdy -|- rdz -f- sdt wdv, in banc abit: 



O = pX 6.y VX da vrJ db 
+ qY 
rZ 

+ w 
— U 

Qao sunc ex haec aeqoatione dr ct v exeant, poneudum esl 
») pX + qY -I- rZ-|-rZ+ rf- wasU 

d' (p;e -♦- qn r^ -f ST — g) 



dv + paj 


da -f p;v:' 


+ qfl 


+ qi' 






•¥ «T 


+ rr 


— II 





Ocinde debet 



px + q 1 + '"C + • » 



d' (^ X + q>i' + st' — ii) 

~* q*: -t- r^ »t' — u' 



CiCi * « • 



Est autem d' (p;c + qi» -I- r^ st — m) 

sspd'';^ -h qd> 4- rd"^ + «d'T — d'ir -f- zd p -t- i?.lq + r -f- rd s 
pd*X+ qd'Y-|-rd*2+»d*5— d*U + ;td^p + ud''q+^d'r+ «d*» 
[d'(pX + qY+rZ+«t — U) 

[-.Xd-p- Yd'9 - Zd-r — td*» -I- a:d> + i|d*q.^^d'r-|-Td''» 
3B - d«w— Xd^p^-Td^q-^Zdfr^Td-» + %d*p+ird*q+Cd'vHhTd*» 
E-i porrb 4*? = ', d*q=:q, d*r=r, d*s = e; 

— •^* + ^ '^' ^ + ^ z + d* 1 4- w* d'tt + w*«d»p 
< -l-w""d'q+ w^d^r-t- w*d*» 
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d'p«af>, drqs^a, d^r^Dl, d's^<5. 
Hinc Ik d^rpx + qn + r^ + sr— «) 

+e 1 ' -X 1 . 





w 1 


L +«t 


+al 



Quod poncndo s= M (p H- qif 4- + — prodeunt aaqoAUone»: 

5)Y+w"»a=o. 

4) Z + w« =• 

5) t+w' aso 

6) f> — ■w' =pw" 

Quibus aeqtiaiionibus junctis cmw piim» prodeunt valoie* novcm 

qoantitatum X, Y, Z, f, 0., 9{. @. U. 

a) Y = — -vv'"» 

3) Z = - w»* 

4) $=B— w» 

5) g^^v + ptv» 

6) a=w"+qw« 
'7)9l=w"+rw" 

8) (g;asw**+sw** : 

9) UssTT --f pw"*— qW""— rw*— «w*. 

Jara ex arqii,nionil)us iinxiUAribus 

<\x = Xdv 
' dy sa= Ydy 

^ ^ . •• tl/. = V 

dt = 

I 

du = Udv 
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= f>dr 

dq = Cld^ 

dr =s Dltl*' 
ds = © d V 

(]ermi«ndi snnt valores "rmr x, y, 7., t, ti, p, q, r, s per u et nnvfm const^ntei ar- 

bitrarias a, b« . . . k exprcs^L Quas deinceps expresftiones comp|cte cliileren- 

Uando, ip$is «tiam «onfcimilMU yariabiiiitm IdttAjr liabitif, substitutione ^uan« 

titttvm et d^emitiaUiim Cicta aefvayo propoaiu tnnsfeniiabitur ia aeqiuh» 

tionem inter aorem ▼arialntes a, b, c, . . . ic, Hnjtu antem aequatioBBS iato* 

grale cot^pletnm «x problemate (nc) •derivnncbim csti lteaq|ne qoantitatea 

»f b» c, . . . k per variabiles x, f , z, ^ u, p, 9, r, s» eiprimendo^- intagntio 

qninqtie aeqnatiombas hojos Ibmae eidubebittt» 

t » 9 ' 

») ^Cx» y»«»t,u, v,p,q,r,8) =t^[f (3C,...s), f («:,..$), f(x,..»), f(x,,.s)3, 

a)F(x,..,6) = t//'£f(x,...8)3 

S)Fx.'..,s)=BiJl''[fCx....»)] 
4) F(x,...s) — </ [l(x,...01 

fi) F(x,, . . s) = t//' [f (x, . . . s)] 

CX quihtis, quotientes clifferentiales p, q, r, s, jeUuiiaato$ concipieado, prodk 
aequatio qtiaesita inter if sas vaxiabiles x, y, z, t, u, v. 

Froblema XI. 

ji^equAtioneni diflberentialem iitfejr decem vai4aUle« per systema quin» 
que aei^uationum. integrare. > ' . , - ' 

S o 1 Ti t i o, 

Sit aequatio proposita inter decem yariabiles u, x, 7, s, t, p, q, r, v, v, 

haec: 

dta » Fdz + Qdy + I^d^ + + "^«^P + ^ ^ a + W dr + 3E d V -f ^ d w. 

Ad qnamper «y^ema quinque-aeqnatioanmintegrandum requintiir» at mdem 

tzamformetur in aequationem inter novem v.^^riabllcs, qnippe quam per Ulc 
svstema integr:\ViTl'>m ctse ex $. 12. constal. Hacc transfonuatio eadem me» 
ifaodo periicicur, ^ua liactenus usi sumua. Fonatur nimirum - * 

F 



4^ ^M f 

ax = xa .1 + % ri n + . . . + :i;*"'<ik 

«1 y = Y f\ u -|- 1 -f- 

dz = X.<lu-J-^«^a-4~ 

*l<ln + Tda -f ...... , 

s f)<lu 4>.«<la+ . ..... , * » 

a«i ssB €l4n + 

dr sa:.g(d»-)-rtU4' • 

B 58dn • 

itnrs fBdtt 4* »da 

Uli ▼alovibuc-ta ae^Mtioae pM]Mmtft «iilMtitutb, pcodk Mqaatto inter u et 
' n^wesi ^iumtifeAlei in .«•kndwnt introdttctM % b« . . , k. Qdm iittae eeqaetio 
4b Q et d n Iflwrand» e»t, Qoan in fineiii Ibniieiieiir ntione ht^ttus edhi' 
Lita sovi iii aequationes oonditionaleSr ex quibus quantitates X, Y, 7^ . , tB> 
Uinqiiam funciiones qtianiitatuni x, y, . . . w, vt determinare licet. Qtt« deter- 
■viinAtioue iBvent/i fbxmeBtar bac ae.qttatioiie» aiixiiiarea 

ax s= xa« 

ajr Ydtt 

»^ n«^e XtXf.*. w pero et.novem oonttantes arLItrfirlas a, \ e^...k ex- 
primaniur; toniqiic his expfesaMoibas complete dilFcrentiatis, coastantibtts 
etiam variatii, per tubstitutionem aequatio proposita transfominhitur in aeqiia- 
' tionem dilFerentialem inter novcin qmntitates n, b, . . . k. <^uain ex proLle» 
mMe (ix) %. 12. inl^rsmdo, tunique loco quanti!.imm a, b, . . . k carundpm 
cxpressiones per ipsas decem variabiles x, y, . . . iv, u sub^tituendo, integratio 
aeqtaationis propositae qiunque aequationibus bu)0» fonnaeabaolvetor: 

f • 3 

2) \ (x,...n)= [f(x,...u)] ' 
^ 5) F (x, . . . tt) » £f (X, . , . 1^} 
r 4)F(i^...a)«i^/ff(x,...Ti)J 

5) f («. • • . = ^ [f (x^. . • n)J- 
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# 

n1>i cignis F, Fr * . . ^ f» ( • • • i« ranotloiies iu»ta«» ngao fimetionem arlw* 
trariam deaignari, nec non qiunnodo dgaiim if/ ia qnavis aequatioanm (t) 
— (5) ac«api«nduai ctt, cx 8* coascac 

f«5- 

F.x r;is;hui h«ctenus expo^ids' progre^-^Tis nlterior ad quotcunqne varia- 
biles satis supcrque manifestus est; indequc sequitur integratio completA 
aequationum difFerentiartmi partialimh primi ordinis inter quotcunquc varia- 
bilcs) nec minus e%'idens eat« eadem metbodo aequationes differenttales vul> 
gaics itidem piimi ordinia anl«r am et sm-<^ i variabiles per syitoma m ae^u». 
tionnm integrabika CMOk 

Cnm vero haeo «olntio pMcet tMnrfbimiiiafMm «eq «aiiomi^ ^i&cen* 
tialii iuter em veriabilef ia aeqnacionem inter 8m variabiles, osienien> 
dnm restat, qua lege haee transfbrmatio geaeraliter sit institnenda. Duo 
hic pivblenqata diaoefnenda ^'identnr.- «Iternm speciale, altemm gienerale» 
Primo qnidem aequado clifTerenliarttm partialiam inter m variabile?, conside* 
raia tar^ptnn aeyiiatio di^ferentialis vulgaris-intcr ani— '2 variabiles a<l aequa- 
tioneni inler m — 5, varialiilis rrvocanda est. Dcinfle generaliter aequatio 
quaecunque iliiicrentiaijig ^nuu urdinis iot^ am variabiles in aeqnaiionem 
inter — 1 variabiles transfbrmanda est. Tkforem reductioneni seor&im ex* 
poaere coavenit, qomiiini ea «alcolo satia compendideo per fiinBnlas^ssn^]»- 
dssimas peragitur. TkeasfignnBtio contra generaltor calcnlds eoniplicatioree 
postulet, ^nmi iegffa megis ahsconditem fllustrare opcrae pretkam esa» 
vftdeittr* 

■Qnae nMida 4acm peoUematia dnotma «q ae m sb a s «hBolnottlnr. 

!• 16. 

P r • b'i • m a XIL. 
Jke^tionem differentiarum i^artiaKnm snler n -1- ^ vaiiabilM «d 
aegaalsoncm difieiCBtialem vnlgarem inter aa^i veriallMleB radaceM . 

6 « 1 u t i Oii 

I » s • 

Designcntnr n vaiiaUllBs Kteiis x. v», . et «4^ ii^». qnae taa- 
qnam harum fiifMslio oonsidemtnr» Jittere a. 8i9t porro qnotientes difeen* 

tialm «9 B, tewndam istas variahilas eoeepii, ae p,. p, p. . ciitqan 

dlB pdx + pdx-i-ptix -^pdx. 



4« ■ Fjaff 

Jam cuni Jrtux relaiio inUr quotientes diirerentialcs et ipsas variabileSf as«tt* 
\ licet p taaqtuttii Amctioiiem datam 



11 u I s n — I 

X, X, . . . X, z, et p, p, . . . p 



8it igkox psf V.^, x« X» ... X, p,-... p .^, 

tum erit ex La Grangii notandi ratione 

n t" Z 9 » n n •• n— ■11 — t 

ap=(p'x.dx+<p'x.dx... + <p'x.dx + <P'i«i»+ ^P'dp... + ?»p . dp , 

t % - ■ 

.vin <f^x, (ffx.,,» itidam suBt fimctioBes datae» 

^otMmna miiic wamo lucteniis «ervato 

Stae Xdx + Ada + Bdb + Cdc + . . . + Mdm 

dx = Xdx + Ada + Bdb + Cdc + ... 

ai s Xdx + Ada + Bdb + Cdc + • • * 
f . • • # 



• • • 



• . 



iST^ss X * dx + l'^da + ifdb + cT^dc + 
ds s Zdx H- i^* + idb + |de + . .• 

dp = Pdx 4- iidn + idb + ddc +..♦ 
dp = Pdx + 9(aa + idb + (Edc +... 
dp aBpdx + «fda + 4db + ddc +... 



• ♦ ♦ 



* • « • « 



• • « 4 • • 

n— f * » 



B-»! m—i n a— « n— f . 

dp » P dx + «f da + Id db + € dc + 

cun aeqnatio proposita su bane abit: 
■ I 

• 8B pX 

+ pi 

+ px 
• « • 

n^in— I 

^ + p X 

+p 

— z 



■ • 1 
dx + pA 


da 


+ pB 


db 


t 1 

+ pC 


• • 
+ pA 




• « 
+ PB 




+ pc 


• • • 

n— • n— • 

+ P A 


+ 


• • • 

B— « n — 1 

P B 




«' • 

a— > n— • 

+ P c 






-1 




-l 



dc + 



I 
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Quo nunc baec ae^uatio a dx ct ab x libcrctur, poui debet ^ioio 



i- ii as n — »ti — < i\ 

_ . - , dx i,p A -|- p A . . . 4- u A — Z) 



1 > > 1 



«l— I u— « • 

pAH-FA,«*,-)!>p A — i ^ 
iavarittus minere cEebeCt fitieniii A cum G, D, • « • nec non ^'cam ^ ^ 

^ p A -|- p A , ♦ . -|- p A — ^7 

» ( * • tt — t n— * ■ ■ 1 * • B<~t 

a8pdA-|>pdA.«.4' P — d(-^ Adp -|- Adp... + A 'dp 

■ I s » n— I n — I 11 11 « — in — ■ 

=:pd'X-hpd'X..,-Jrp d'X — d^Z+Adp-t- Adp... + A dp 

i • • 1 » n— I n — I II 1 t n— I »— » 

V — Xd'p — Xd^p... — X d'p -f-Adp-f Adp...-f- A dp 

' ^ » i » « ■ n— 1 n— • ^ t 1 ■ a .■"-» »— » 

ss— d*p^Xd*p*^Xd*p...X a'p + Adp-i-Adp...-(-A dp . 



E«c autem d*pss9(* d'pss jf, ... d*p 'sxj 



d-p = 



-1- (p'p.d'p -t- 9p.ti''p...-f. ^p .d*p 



• > 



s P . 



»•»•»» 
porro dpMF, dpsF, dpsP,...dp 

(II > » n — I m^t bS 

pA -1- pA -I- ... + p A — fy« 





• • 


• »— » 
A...«-(^x 


+p 


* 

+ F 


• 

+ F 



_ ^p 




1 n — i 

a...-'^>'p 


n 
% 


• ■ 


•, 

—X 


—X 
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Conditio igiltiT ^iioad praedictom quoti«uem adinf lefaixur, &I ponatur: 

«irft Pa=f'i+ p. 
> * * 
«4-1) P = ^x + p<p'z 



« • * • 



tiiiic Bt ex^aeqiuitioiit piiori 

«n— I) Z = p — p? p — p(p'p . .. — p ^p « 
4^iiare ae^uationes diiEereJiuales auxiliares hae snnt: 

a) ^xate — ^p.4x 

ft) , 4x = — p dx 

l) dx = — ^p.dx 



n — i) <iK = - (p^p .dx 

n) ^P — P^P— P^P...— P ^P) 

n+i) dp s»(^x+ p^x) dx 

.n + a) <lp= (<px+ p<py «U 



n — I « — I 



«n«i) dp =C^x +p ^Ji)dx 



rl — I i X 



Ex quibus integrantlo x , z, p, p, . . . p per x et an«»i con tantes 

arbiirarias a, b, c. c, . . . expriou di&rnt (f. 2.). Qua» d«iBCept «xpressione» 
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eoatpleis dSSmaai&uaAOf (cMMtantibns^ et£iiik yarial>3iuni instar habitfs), et ia 
eeqiMtioiic; |>ropo>lui «tiUsUtiieiido» bece in ee^tuitionem diflereiuukleiii. volgA» 
rem tiiter praedictw fin— i finotitatcs a» b, q « . « e, abit. 

* . ^ §.17' • • 

P r o K 1 e m a XIIT. 
Aequalionein diJFerentialcm vulgnrem primi ordiuis inCcr crn variabtles 
in aeqaalionem siniilem inter 2 m — i rariabilea Lransformare. 

dolntio. ' 
Ex loIitlioBibBs supra pro 4» 9f 8> >o rarialiCbiis traditb oonstat^ 
a;iB— t rariftliilca «equationis differentiails propositae taoquam lunctioae» 
ftmu*et SA— I novwiiitt qoantitatittn, iOaraitt loc» intfOdaeendarwa»» expr»' - 

- ineadaa eue. Qaas qudeu no^ae quatttitstea pro eonstantibus b»bemlo, pco- ' 
dnmt flBi — I aeqnationes difierentialce aaxiliare», qifanta iotegratio eotti- 
pleta ip?as fimciiones desideratas «mppcditat, At vero ad forraandas hasce 
«cquatinnes auxiliares reqiUTnntfir '2m — i qrfar!t!tnre<^ , qnamm valorps ppr 
totKiem aeqnaliones CQnditioiuiIes cieterminantiir, If iei [triiiiiiaiio, si coiv 
su<^a eliminandi methudo tractetvir, calculos mmiimi c;om|#licatos ct operosoa 
postttlat; ipsaqtie praecepta generalia» quae Sezoac et Cramer de elim>> 

- aatioae tndidenittt, in omo sabstxato pnruai oiwmnocB aSttre videntnr» Ao> 
cvratias veia eoasidctanda pvacdictas aeqaaiBoaes condiiioaolec et Ibtmdas 
ctt camai •olntioae «ctu «rolausy ad daas leges satis saiqplioes easqa» fene» 
jrales perrenir qnas Mc breriter caiponere salSciat^j. . 

X«cs f vittta formatioais aeqnatioaam difFereBtioIittm 

auxiliorittm 

la^oemi» a easn piimo qaatnor ▼ariebflnutt» *^ cib- ceqa a tlei i e 
ds = Fdx."^ + IL^f f.pv^^.S™^ j»vpra |.4.j evolviums lias eeqaatio» 
■ aes anmliarcs; 

dy ^ PR^^—RP^ + R'- P** 

d& ^ t QJ" — P'"<J 4- Q R ™Q R -f R P — l ' 

dp . QP** — P(T'-)- P"— O' 

d».* f Q"'— .fQ-f^QR^^ R -j- RF — PR'* 

dx - RQ^* QR"-fQ"'-lV" 

dz PQ"*— r'Q+ QR — Q'R -I- RP* - W' 
j^) lUnm Itf/am, cakaBt hMii pmak aalatb r»iriln»tirwi , ftwiiirtiahiiNW alaiw qaUaa pro- 
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Quo lex generali» evidfintiar fiat, Mquatio difflefaitblii propoaita sub JUac 
fbrma exhiUeatar; osAda Bdb «1' Cdc •¥ Ede, ubi litterae \ c, 
cum iitt per qas» «upra comcanees ex inte^raitione ae^uaiionuiu anxiliarinni 
ingreaMS BOtavimna , hauA pefnuscewiae, indeque Iiae constantei aliis litteris 

e.g*at^,y, , . , rei&thtC,. »» deeignandae $unt. Tam ervmt x,y,pfSSB:a>b,c,e; 

BJC— -CdB 

iimin mddo est Q|L'-*9'R = ' — — — — :— ; 

E uA 

^ „ CdA— AdC AflC— caA 

dP — RdC4-.CaE EdA — AdE 
~ dx.^ dj^** E»d» * E*dc • 

AdC-^CdA CdS—Zd^ • EdA — AdF, 
^ 1 

tll) de da Ac 

Hinc lit — = 



de AdB^BdA BdC^^CdB CdA — ArlC 
d<i • . ' da db 

dc Jfl , . 

' Simili modo exprimere licet ;et Qtiod ti niinc enusso termino Bdb 

fingatnr aequatioi o=Ada + -Cdc -f-fi^e,. nofcum^estj condiUonem int^ 
grabiltetu lnijns aequatioms, tanquam aeqtiatiouis inter .tres variabUcs duas 
iudependentes' snpponeodo* hac «aequaLioiie eicprimi: (-Euler Cak. Integr* 
ToLlII. pi6«) 

AdC— CdA CaE — EdC KtlA — AdE 

«I = :-T + 4- r 

dc da . dc • , 

. llanc foxmulam integrabilitatis (qnam boc loco tantum compendtt canssa in 
auxilinm vocanms, tanqaam.-expressiotiem analytieam notam ec fontuittt fiici* 
lem)t 'deugnemens Iioo diaraetere: CAC£)« nbi ad ordanemlitteFKrnm A,C^|( 

' ■ respi* 
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(Kvr^ AdE ~ E dA EdC — CdE . CdA~A4C 

Sunili modo dft n o m inator fraptioms, ^ua ~ «2j>riimttti« ^gno (ABC) iio> 

taudu6 est; dndeque prodit — = siva^tt ^ . ,. 

4e (ABC)* (ACE) ^ (ACB>' 

In liac aequationc pemrataiulo m^rtoem e et c» E et C (quomBm teniiini ae^ua. 
tioois .differentialM. jcopositte «d laytom tran^oai possunt), erit 

db ^ dc . db dc 

^-am + , •ive0.= — + ; 

(AEC) (AEB)* (ACE) ^ (ABE)' . 

deifidc iii ptiori «ei^uauoue penuulando e et a, £et A, /Ir 

db da . db da 

o =s r + ■ ■■ , «ve o =r 



(ECA) CECB)' (ACE) (BCE)* 

Inde aequatione6 tire£ auxiiiaiea lianc rormam induunt: 
X db - dc 



(AC£) • (ABE) 

— 4. Ae 

~ (ACE) / (ACB) 

(1 1 ; d a 

8) « = TTTT^; + 



". (ACE) ^ (BCE)' 

«lii obMsrvere lieet, quocl ex denomitwtore *fi db, orianiur denoimniitores 
dc; dej et de-, poaendo « pvo Cj E.^ A. Eaedem «eqnetiones aub hao 
forme «tiam «aiiberi poMwit: - 

da . ^ 



48 . • VfaSf 

mbl nimc ex deiMMiiiikMOK« •» da pfodeimft fertmiriariim dfc^ de^ db, 
poneada A pro: C;: K$ 

• TmiseftiiiiUi' nnnc aidt a^qmuouom inter sex rartaliilr » Konet " 

0 AdaH^Brdbrlt Cdc-f £ae + Fdf-^C(lgv 
ex SMpra 8- denMNUtmi». sponte eequiliur oeqiuttio aa«iiiaris inter dl> 

'et dg hacc: 

: ^ ^ (AC F.) . ( AFG) — (A C F) . J- (A C (> ) .(AEF) 

d g ^ VABCJT (AliF> — 0^1aE77(A Cii'+ (A Big . (AC£) ' , 



(AC£) (AFG; — (ACF) (A£G)4-(ACG) (A£f> 

^ (ACE) (A FflJ— (ACFJ .(AEB)+(ACB)(A£F> 

Fermtttaodo iavjke» *-el.by' AetBi fil . . ' " 

. , ' ' • Ja • 

\ CBCE) (BFG) iBCF) CBBG) + (BCG) (BEibi 

+ 



(BC E) (Df A) — (BCF;(JJEA)-f- (BCA) (BEF; 

FenirataiMt» liic invkem e et £». C etG, fic 

• Aa . 

(n&E);BFC; — <bgf;(bec) 4- (bgc^^IbeF) 

^ <u 

4BGE)(BFA)— (BGF)(BEA)4-^BGA)(BEF) 

.Ta " ■ 

(BC£)CBF&) ~ (liCF) (B£G. 4- OCG^CBJLirV - 

(B A E) ,B F G) — (B A F) (B E G) -t- (B A G^ (B E F> 

^imili moAt^ aeqvMMio intex da» ^e^ ei da, ceperkBr»' Quare hae qaa* 
luaf ap^aiiones auxUiaKa prodenntt 



0 oa= J K^^^. (BFG; (BCF; (BEG; + (BCGj (BEF> 

+ __ Ii . 

^ (BAE)(BFG) - (BAF)(B£G) C^AG)(B£F> 
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' d« 

(BCE)0)FG) ^ (BCf) (BBG) + (BCG) (B£F) 

(Ic A) (BFG) — (BCfT- fi AG> 4- (BCG) CbXf} 

dii 



\ (B CC) (BFG) — (B€F) (B£G) 4* (BCG) ^EFJ 

< df 

^ (BCE^ (BAG)— (BCA^ (BBG)^. (BCG) (BEA) 

aa 

<BCE) \Bf G) ^ (BCF) (BE-G) ^ (BQG) (BEF) 



4) o = 



. (BjCE) (BF A) r* iB (^) (ft £ A> + cftC Ay (B£F> 

nlit ex denomuMlofe He preaennt denoa»ete««8 «A^ dc$ d«; df; dg, 
poneodo A pro C; X$ F; fiiee kx «keepltoMin ^atJimr 'pro aecptadbne 
«liHerentiiili iiiler da ee db; q^ae ipsa antem «eqmitjo f^ponte deiivAtnr eic 
qnalibet ijvfttttor praecedontiunv e. g> ex ^pnniaf si c et b« C et B inter ee 
invkem.pemmfeeiitur, unde fit * . ' 



(C A E) (Cf G/— (c^/j CCEG) 4- ;c A '•') 

SimiM quidemratione-etialnte^niitiones (a). Cs)» (4) Ti) dcriware iicet, 
verum xatio difTerentiae Jn-eo cernititr, qnofl perrantando c cum e, f, 
CcumE, F, G, tlenominator d* si<<num taotnin nnuet, ptriinirando aiitem 
c et h, ipsc (lenonimalor immutetur. . Quare modus «upia dicliis deducendt 
aequationes (a), (3), (4) simplicior vidttur. 

Frogredlamur ad «eqnat{b»em iDtlr octo ^r^l>ilea,.11aiu£; 
o s= Ada 4- Bdb + Cdc 4>JKde + rdr+ JGd'g -|-Hd]i Idi, 
tom «nmt aequationea .anxiliafms hae^ • 

fla dc 



60 ffaff 

<U . df . 

« • " F + T- 

^ ^ da , dh 



.«. . — 



7y " — ^ T t 



Ijex snpra expresta hie etiam observatnr, nt nimiruni denominatores tuy dc, 
de, df, ctg, dh, di, siVe <£♦ 0, 3» ex denommatore % %5 da. orian* 
tor, ponendo A pro G, E, F, G, H, I. Spptiiixa aatein aequatio ex prima ori« 
tur, penmiUntlo in hac inter se invicem r ct h , C ft B. Restal igitur lan» 
tum, ut deierxainetUT denominator ejustj^ue funiandi iex eiuatur. Kepe> 
ritur autem» calculii^ rite subductis, factores commnnes aequatiouuia auxiiia» 
liini omittendo, et tem^ot ae mtttno deAruentes delendo, ^ 

<(BCE) (BFG) CBHI) — (BCE)(BFIT) (BGT) + (BCE) (BFT) (nGJi) 
l— CBCF)CBEG:(B1II) + (BCF)(BEH;(BG1)— (BCF»<BEI) (BGH) 
51= <-i-(BCG,(BEF)(Bni)— (BCG)(BEH)(BFf) -f. (BCG)(BEI)(RFJrI) 
|— 'BCH)(BEF)(BG1)4- (BCH)(BEG)(B F n - (BCH)^BEI) (13FG) 
(iiCl; (BEF; (liGH> — (BCI; (BEG;^BFii;-J-(JiCIXBEH;(BFG). 

SepMraiido Iktenm B, tsnuni httjiu eatpresMonja complectuntttr peiinatatio- 
litterarun reliqttaram C,E»F»G»Hr^ (exdttia primft A), quae aub hac 

fiedpossunt, ut litterde in quavis complexkme {e& gr.C;G,E,I]«F,I 
an ccrmiao octavo t« 9() primat tertia, quinta (e. gr. C, E, F), in genere im» 

parem locnm obtinentes inter se rite sint ordinatae, et litteraruni quaevis 
pari loco conninifn (G, II, 1) sit ordine alphabetico pn^terior littera in loco 
impari proxiuie praecedente (C, E, F). His formis rite inter se ordinatis, i, e. 
secundum ordinem lexicographicuui (e. g. C, G, E, II, F, I ante C, G, £, I, F, H) 
terminorum signa alternAnt. Haec lex restrictiva permutationum etiani sic 
«Bttiititti potest, ut singulas oouq^leKioBet dispertiendo in dyadae» iiv« cila»> 
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ses biRorum eleinentorum, ipsac dyadcs tam ^itoail sua' eUtnenfca, qiMUii ra- 
tcx sc invicem rite debeant esse ordinatae, 

EaJem nunc lege generaliter pro quotcmique litteris, vel pra aequa- 
tionibus inter quotcunque variabiles, denominator dr\ formatur; ciuuqiu! 
lex, qua reliqui dcnominatores ex hoc deducuntnr . eii.mi constanter valeat, 
ratione expo^ita nequaiiones auxiliflres imivcisaiiLer ionuiire licet. Processus 
autcxu combiiiatoxiue, quo pennuiatioaes praedictae exbibeului, saUd «^outmu* 
' dua hic est: Sint litterae, quarum permutationes sub restrictione supra com< 
memoxtta qaaenmtur a, b« e, e^ . .'. K 1, n ; supponamu*^ inrentae eise per- 
mutaiioMs Ktfcewua o*^ • . ..m,a, exolmis^duabtts a, b: feom- 1) singulii lua 
pennfttatkmifaorvd. cotnpl^ombiia praeponatar binto abf a) axluip prinM 
16X10 oom plemones totidem aliiMi formentur, penmitando b-etc;: 3)e«bcs 
porro afiae, permutandb c et d, sicque progrediendo ex quavia serlo coi» 
plexionuni nora fometiizv iitteram alwyiam cum proxime sequente permo* 
tando, doni c poslremo m et n invicera permutentur. Qua ratione obtinen- 
tur omnes permiuationes litteranim a, b, c, . . . m, n, quas restxictio pracdicla 
admittit. Manifestum est, inchoando a litteris m, u, ab his ad k, I prnsrre- 
diendo, et sic porro, hoc modo tandem permutatioues quaesitas sub foxxtia 
iuvolutoria (cx Hindcnbuigii appeilatione) reperiri. 

Notatu dignuiu videtur, quod multitudo permutationum praedictarum 
inter an elementa per productum ntuneronun imparium i . 3 . 5 . . . (sn — \) 
ceprimatar, CQm cx formala vnlgo nota- numerus omamm {Mrtnattitimittm 
p(»8sibilittm sit8l.c*5.4*** ^ V*^ aeqjaatione dittBrenliali inter 

deoem variabiles {f. 14.) liacr 

o 8 Ada + Bdb-^Cd e+ Ede 4. Fdf-f- Gdg-f ITdli+Jdi -f^Kdl -f Ldl, 

denominator ^ temuiiis coastat 10^0 = 1.5.5.7, quoxum evolutionem 
brevitatia canssa hic omitlo* 

ij Obit*r dJiJm jjrnpinirtirinrm cmTjMnalnrfaTn ^riirTalinrrm blHC. Si « . n tlnlifnta ',rih hnr rc^lnV- 

tiane inter se. |>crmuteolur, ut aiu^ula* coiii|)icKione* ia claMM u el«iB«alorum disprrtmiii<i, bse 

pt!!eai,el= ^'^^"•^'V'' - Pro^rraofc-r^...;^ 

(1.3.3... 

(n-Hi)(n-ji2)...(an + i) _ nadk pro ftoc caM pwticalni «apnMio tinvlkior f» 

i.s.a... > 
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§18. 

Alt«ra lez fo^mationis 8^e|uatioiittm dlffereatiftliam aajpi- 

,l««riu.iii. ' ' 

ForttwltB Imcieinw ««Mintee jLewomiiianinim .Hf . C* . . . <eia<taiit ter* 
minU, ipi W0« pr/o4«ic»* Jllwiwa iacU»»»;ll!i«| «ttipUciiim. *eA« s«x par- 

Bac^cAtt ■ caB— g a^- Edr, — caE __' . 

HiB ' ab dc • 

Q^u(i«mceflt ninurvyn 4iiiereiniales cjiianutatnm A, B, C, . . . more «i^ri; «bser» 
irau» indiciliua di*Mi^.m»»»^ * • g' ^ e&t=C, — j=s C , — =a C", 

1£ s C**» ctc ^nia«n> «t Itctoris tam majoribiu {[aam miaoribiu (C» «) 

d e • -. ..' ♦ . .... • • 

indices tribueiido nuniericos sectmdum ordinem alpbabeticnm, index nHmert- 
ctts litterne majori «;Hperscri|>tus designet cjnftaem ^noUeaiem dilEerentialem, 
dnm.ea litte» minor tan^nAm variabOis jcoasideretnr, fiiA tdem tadex eom- 

.d-C 

pelit. Itft ^x* ff»"^ ^ '^* •^nottiam index iivmencttii Jitterae e ests^. 

^iod si nnnc ista producla ex fiicioiil/us coinpo.«iu!; actuali nmltipli- 
Catione evoh^antur, cxpressiones praedictae denominatorum rMas. form.is iu- 
duunt, fjnanmi ipnniui nunc ex productis factorum «implicium constanL. 
Pro acciualioiie dilTerfnliali inier qu«luor vaii.ilule* 

i>= Ad.a + Bdb +'Cdc -f Ede, 
«e^nationes attxiliare* ett anpra deraomlraii« Jhae >nni : 

• -dia _ 
BC"-r..CB" -fxy — E C-^ EB^BE 

O-^^j dh ' ' 
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. ^tt> ' ^ 



B(A'* — Jt'> — A (B" — E ') -i- E ip^Jty - i 

• ./ • 

li(C"— £•") — C(F'— E*) 4^ E ^ — €*) 

^ H(Cr— A") — C (B'^ A") A G'J 
Ift tiibM Idft a«qiiMiombtts .denomiiMtiwct nSy db>» dc, de, prodetmt ex de* 
«tfminatore *« da, poneiido A pro B» Gf E) simulqoe iQcyeem A stre i ' 
pfo indicibus B, Q, E; sive pro u, iii, iv. Ifaec lex, ex primo denomi» 
iiato|« w da ceteroA derivaHdi, uniforrniter jno qtiotcimqirc litCeri* 
.9, b, c, e, f, g, h etc. valet, et ciiii(iem jiro umiiil)n»-aequationibu8 iMixiliaribiis, 
absque uUa exceptione, qnae in mperioii regnla Formationi& (§. i?-) pro 
arquatioBe inter da et db obfiervanda eiat* Quaie expiicauduin duutaxat 
^i, ^iuiniodo Ibnnandtts .ait daioauntfxor %(i dai- 
Pco- aefntiiioM! iater m!» vatiahilef 

' o Bs Adk 4- Bdb- 4- Cde 4. Ede Fdr+ Gdg-, 
•i«t Iwq^MUioiM» •indiiaieft: * 

da Jlx. 
da , dc 

. . da de 

• . ,3)<.= -j + ^ 

.1.1 , .11 ' . ' - • 

da dg 
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tum erit (leiiomiiuitMr 

^ /B* E" — B"^ r ■ 4- B" — E" B"' + E F"— £ ' G" + B'"^ 
\ — r'E*'4-rG'*— ^"'B^ + G^E' — G'P* ) 

* — ^ \ -1- r-B ' — F C^* 4-F G --<i B" + G C — G F" V 

• * 

^ P /IV^ C" — ^'"E^^+n'"^'^— C"^B"+ C E" — C G" N 
\ -J-E''.B''»-*E' C"+E''G'"— G^ B^+G C — G E 

/B" C' — B'*ET+ B***^' — <3^V + CET — ^F' \ 

\ +E'"iB*— E''c+E'r"--.r*B'»+FC**— rEV* 

H»e eicpiesfiones , si ad solas licteias B, C,'E, F, G, respicimus, complectun- 
tur omnes earum terniones cum pematationihus, sive variationuxn in cloctri- 
na cootlniMnoiia dictamm tertiam cjlacson et qoidam liCe ordinattfm* 
Qoomodo «i^a -MliabMiiit,. mAnifestmn eat; ea iliMinmi alteniaiit dnplioi 
ttspectii, pximo fRoid facteres B,C,E,F,-G, deindc qnoafl tingiflo» temti- 
noSf qui in bos fictoves dncti sunt. «Quod ad indices nnmencos litterannn 
•tti^netLt in qua%'is complt^xionc vel ia ^ttovis prorlucto ii junguntur indices 
ordiite nauirali, qni litieris in hoc producto deficicntibiis (exclusa semper 
littttr» A) cnmpptnnt, prima litteia cnjn-svi? producti inclice carct. Ex. gr. 
in produclis BEG^ BGE, EBG, KGH, GP. K. GF B aM-mtur seciinrio pt tcr- 
tio faclori indice? littcranmi C. F isi his pr-odaciii nun uccurrentium , sive 
numeri III, V. Siniili niodo-pro .Tequatione diflerentiali inter octo vaiiabiles; 
o:^Ada + fldb + Cdc^+ Ede + raf + Gdg + Hdh + Idi, 

clenuiainator 9( coniplectitur omnes quateimones sepLem litter.imm 
C, E, F, G, H, 1 cum pcrnuiutionibus.; pro acqiLaiioae iuter lo variabiles: 
4>sBAda + Bd1i + ... + Kdk + Ldl, 
denominator con^relieDdit omnes cottfninaiiones cnm permntationibus aovem 
litteramm B, C, ..-..K> ^ Gencnitim pro aeqnatione differentiall inter ftn 
variabiles» denomittator vff da sive 9 cowtat onmibua vAriationibus sn—>i 
Htteramm B, C, E^ . . . (cKckua prima dassis Signa tsrminoram, (dnm 
classis rite sit ordinata, &lre singulae complexiones ^ocedant ordine Isxico- 

gra* 



Digitized by Google 



dc noLCi Tucl/wdo iiiLegrandi, " 55 

grapliico), «t.uidiees numeiMa litteris iongendi sequtiBtur legcsi fnedictam: 
nrn minus ex ante dictis ,constat, quomodo rcliqui denominatore^ ex prtnott 
. Jeriventur. Tcansitum a prima regBiIa formationis ($. 17.) ad Iianc alteram, 
hnjusque rim sequenB pvpinp1ii!ii inonstrabit. Pro aeqnatione difFerentiali in- 
tcr octo variai>iles dcii miinatov i>: d a ex rcgnla posteriore constat t«rinimj 
7.6.5.4-^ii4^^* uunieius muItiLudinem quaternionum cum periuuia- 
tiombus ex septem dancnlSt egqpnmit. Seemidtmi regolAm priorem denomi- 
nacor «fi 1« canitat tenninb tantom «5» at fi prodncta tnma laGtoranv 
quormn qwns <cx jattifam constat^ evolvantor» ^nodvis prodncmm jpraebet 
0 , 6 = t C jiaite»« qnare numenu tenninorum denominatom post bano 
eroltitionem aM^tgit «5« ai6 = 3840, qtios mmc H Tegnlae. secnn^ ad 
840 contndn; reliquis 2400 ee niufeoo destmenttbus, ccftnm-est» Sdqnejpswii 
evoIufiioRe actu instkiuajcotifimutnr. 

l^iianqtiani maAodtts liacteans eacponta, naq^uatMMnm diffierentialeni 
piinn OTdinis intcr an imiabilas aA aeqnationem similsm inter siir*t 
xiabiles nednoendi, ad qncmvis vambiKmn nnmemm etiam iniparem. eadem 
ratione extendi posse videatnr, arcuratior tamen consideralio continnnm 

ostendif, ^tque docet, nequatiouein inrer «n-f-i variabiles non generalitar 
ad an variabiles reduci possf*, «ed tuin tlemmu luinc rednctionem locom ha> 
bere, si «erta relatio inter coefTuuentes aeqnatfonis dilTeren^irfis obtinesi. 
QuoJ pliHcnomenon notatu dignuiu duobus cxemj>Iis illi;>trasse sui!ldat. 

?ir aeqnatio proposita inier tres varialales Iktcc: d/, — Pdx -|- Qdy, 
ubi P, \l snnt lunctiones ilatae i'^»" "x, y, i. Quod si nuuc nicthodi) bactenus 
adhitita hanc aequationem ad aequationem inter duas variabiles r^'ocare ten- 
•temtts, -pouendum est * . ' 

dx = Xdz -j- -j- ?i <lb 

dy = Ydi -f- jjda 4" »l'db, ' ' 

tum aequatio proposita in hanc abit: 



<d SB PX 


dz+ Vx 


da + P;c' 


+ QY 













Qiiae nt 4 dx ct a fiberetiir, poni.debet 

H 



i) FX + QY =s ij . 

E8t«iitemd-(Pa; + Qn) = }^.^a*P+ird-Q . \ \ 

j=Pd»X+ (?d«T - • ( d\PX + <3Y)— Xd*F — Yd"Q 
1 +%d«P + ifd»Q ( +%d«F + «d»Q 

= — Xd*P — Yd'Q +:«d»P + »fd"Q. • ". • 

Ciutt sint P #t Q fiuictiones x, y, et z, fiit 

; aP = P dx + Pdy + P".dz 

dQ =Qdx + Q'dy + Q"d», 

et erit d*P = Fd'x -f- P d»y ^ r c + F'»f, 
d*P = F4'x + F d»y + F ^== P X + P"Y + P*. . 

dimiB modo,^ Fematindo P cumQ* exprimoiittir. d*Q, d*Q. 

FX\ +QX\ * - 

+ p y/ +Q y/ 
Fx+Qn ■ ]-XF\ -XrV 

p» + Qi 

C(r»>(g)Y + P"j x+ [i Q -r)x+ Q" j^ 
P» + Q» 

. £(P%*+^) 

]p«niuittndo %, n, eum q expnmitar «^uouens ^ * 

. (Q^-p-rix+Q"' qr- 01 Y+p"' . 

qinipfimoeiitie^ualw, «poitatiir ^ sas _— — — , ure 

(Q — P) PX — (F — ^09^+ PQ*— r"Q a= O. ' 

Qnae aequetio ari flptemiiaaneiaB «iiTat u cognitas X, Y jungenJa est priori (i") 
PX + QY = X. At sumendo ex hac fX = i — QY, et subsiitucndo in al- 
t«ra ac^uaiioii^ ex hac ip»a exit Y, fitenim 



Digitized by Google 



'v ^ n&va Tnnt/iodo integrandt, ^7 

Q - P - Q(Q"-r >Y— (P — Q^XJY+PQ"*- ^"'QMOk 
ie. Q-P+PQ'-P^Q = o. . * 

Haec tDt «equfttio cenditiopalis , sive «datio, qnae inter coe/Hcientes F, Q 
aeqiiationis propositae intecoedere debet, quo ea ad eequationem inter duM 
vaviabiles reduci queat, 

H>M afcqnatio epnditioiuilBS preAct, •igMi niitata adhibendo, . 

52 dP PdQ _ QdP . * . 
* °* dx dy **" dz liz * 

* 

quod ipsum apprime conspirat cum ^blo criterio iptegmhiHtjitii Mq^nAtionic 
d» ^ Fdx 4~ Q^Tt censideratae tanqnain aequationis inter tres variabilM 
X, y» qoamm iia.i ease debet fiinctio vdiqaanuii dnarum nuUo inter ee 
nexu analjrtico jnnctorum (f. 170^. Quod antcm peqoatio diiFerentiaJis inter' 
tre» variabiiee hoc sensu intagrabilii »eu ilJi criterio sati$fiMitaft| ad acquaiio- 
nem inter dnas variabilea mvocari queat» alionde demonstrare licct. 

Simili niodo tracCetor aequaiio diflerentialts intcr qutnque varialifles 

baec: ^ ' 

' dv ss l>dx 4- Qdy + R4« + Sdtt, 

ubi Ff Q. K» Sr sunt fnnctioiMS daue «wf x, y, b, n, v. Ad Uaosfoirman- 
dam banc aeqnaticMiem in aequatiouem intcir qnatuor i^ariabiles s, b. c, «* 
.ponanius: 

dxasXdu + ;cda + jjdb + 5i dc + Me, 
dy s= Ydu + ucla + ndb + »f'(lc + n Je, 
di= Zdu + ^dr» + f «ll>+ ^ dc + f Mr, 
dv=s:Vdu + bcla+t>db + *"dc + » de} 
tunc abit.aequatio proposita in hanc: 



• V 


du +'» 


da + 


db +»' 


dc +b'" 


— PX 




— P% 




- r%"' 


-QY 


-Qu 


-Q. 


-n»i 




II z. 










— S 











Qtiae aequAtio ut a et u libereiyr, poni tlebet 
») V s= + QY + IVZ + 

11 a 



5S 



'/«// 



Deinde qnouens ;7~~7, vrr^ maaftre debet« poiwiia» .pr» 

— i ;<i — (^) n — r».^ 

. \hX,n,ii t>', n, C"» *• . i n o", ai"', n", T- 
£st aatem d* (tr — P% — <?ir'— R{) ss 

d»fr— Pd'':^ — ^d*!» — R;d«^— %d"P— »d™Q — ^d"R 
"s d*7 — Pd*X— Qd-Y^Rd^Z-r^xd^P-rvd^Q.-^d^^E . 

, d" (V — px — — Rz) + xd»p 4. yd^Q-H- zd*a 

= d* S + X d*P + Y d" Q 4- Z d*R ^ d"P — nd^Q — ^d»IL. ' 

• Quum P, Q, R, siut (lal.ae funrtiones tm»" k, y, z, it, v, ponamai 

dr = Fdx + pdy + r tU-fP"du4-P'dv, 

cl simili niodo esprimamus dQ, dR^^ dS. 

Tuia erit d»P = r;t+ P'»l + P" C + r'i>, * 

a*P = PX + F¥+ P'Z + P*^ + P' V, 
ec siimles ea^ressioiies obtiiieiitur piro veliqttis dilFereiitiaHbiiB secandum ft et n. 
QoM substiiuettdo fitd^(» — P;i;-~Qi|— R{)s 



S' 


>J +S' 






+ YQ 


+ XP 


+ XF 


+ XP* 


+ZR' 


+ ZR'' 




+ YR' 


— FT 


— Q'X 


— RX 


+ ZR' 


— F'Z 


— Q^-Z 


— R"Y 






— Q' V 


~R'V 




— P" 




— R' 





Quare praedicta comiitio qitoad qooiictucm 



d«(t — Px — Qu — RO 



jplebitorp «i haace tret «eqiMtioaes esswwuiitts; 



adiiU' 



— P (S' + P'X + Q'y + R'Z) 
s S* + TQ + 2R'.— P'T — r Z — r V 

— Q CJ^ + P*X + Q» Y + R':^ 

= af'+ xr + ZR* — Qx— Q-z— Q»»— q' v 



»1 

• . f— R(S'+P'X+Q*y + R'Z) 

( = 8-»+ X r + YQ"— R'X — -R" Y — BT-^ R* V. 

Quibus aequatiunibu& junctis prtori (1), quatuor quantitaies iuco^tuLae 
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X, y, Z, V tleterminari videntur. At vero c.rlculo ar.ni erolvendo attpie ad 
Fmem peMlucendo, elitninaiio, incogaiu ex calculo cxeunte» deilucit ad aet^ua- 
tioneia coBdiliiMialem lianc: 

^(Q» S — QS^ + Q'^ — S") (PR* — R + R' — T") 
— (P^S PS' + P"— S') (Q R* — QVR 4- R*— Q- ) 

-p (K'S — RS' + R*'' — S ") (P Q^ — P^Q + q: - F ). 

Qnare neqnatio propositft inter qiimqne variabiles lum deniivni nd aeqn.nio- 
nem inter quatuor variabiles reduci polerit,. cum haec relatio inter ejus coef- 
ficienles locf.m hahcat. Siinili modo pro septem, novem etc. variabinim!; ra- 
tiocinaii liceL. Legem generaieia aequationis eondiuonaiw yro 8n-|-i va- 
mbilibtu, quo aetjuatio dzfFerentialis ad fi'n variabiles rerocan queat, i4,uae 
^nideBi les ad timiKtwdiaem fonaulamiii ntpjra $. 17» ts» cxpodtmun' 
I^iaii ycilMst), a«e^ non xeliqna «oMMtaiii «x Iktc olMervaiioiio aingBlutpe» 
tenda miM pneKwnutlo,. 

- Frob^lenra XIV. 
integratioRem cempletam ae^oacionninr diffeientianint fartialinBv ad. 
liDXinam aimpJideraa zevocare. 

S o I u t i e» 

tr S'» «» 

8it ds s pdx piis ~^ P^^x • • • + P^x ($. 16.), ct •npponatar 

data relatio inter ▼anabiles a, x, ... x> et qnoCientei diflEerantiales 

1>> p* • p* «ujua ope p per reliquas harom quantitatum exprimere liceat. 
Tum ex praecedema- eiq^tiona coiMtat» intcgnftionem con^ktam &uina 
.aeqjMtionia dOBCnrantiunm parlidanm aeqjiatibnibua bajua fermae edUbexi; . 



Sf (», X .. . X, p, , . .p)r 
f (Z, X... p), f (z...p), 
• < • f 'n^. > r p) 

a)F (a,X...V)*as ^ [f(«,i... 7)] 

• I n— k I t u— • 

3) F (z, x,.. . p) = 4,' [f (z, X, . . . p)] 

B'— 1 1 B — I n — a i n — i 

•) F («, X,... p) =s ij^/ [f (?, X,.., p)3 



6o PA// 



Ponanlti» jBiu f («f x, Xi p) = k» 
■ IF (r., X, ... = k, 

j n — « 5 

f (z, X, . . . = Jk, 



f (z, X, . . . p) = k 

t > i. — » 

iutti concipere licet» ope luiram n— i «eqtuationum. ^uautitates p, p, . . . p 
expressas ewe per z, x, ... et per k, k, . . . k. Quo fteto fuactionet 
si»nis F, F, F, . , ."f 'denotatae etiam aliettni in fonetionet cognicas eerun. 

dem qiianiitaimu x, ... x, k, k, . . . k quas functione* signis 

%i 9» ... 3 'ex^iinannu, Qaara aeqoationes integrala baAcformam 

naneisccntuT: 

0 g (z, X, X, ... X, k, k, ... k) = (k, k, ... k> 



a) 8 (z, X. ... k) = k , 
5) 5 ^,... k) = y k 
4) § («I i. M e= k 



n> "^Vz, X, .. . k) « k. 

Kunc vero inter luncuones pi;j: g, . . . dcMjin.itas , simplex ,et me- 
mor.il)ilis interccdit relaiio, cujus ope ex prima function» reliquas facile de- 
terminare licei: ad ^uara quidem. relationem perdttctus siim' accuratiori con^ 
sideratione aczns inter aeqaatumes integrAl«s et aequationenr dilFerentialem 
propoiltam, sen inodi, qno illae huic «atisfaeianr. * - ' ' 
Diflerentiando nimirum aequaiionem (t) obtinetnr: 



,1—1 s — > 



,j^,g'i^dx.S'x + dx.8'x...4-dk.S k + dk .J k... + dk, 5k 
= dk.i^^k + dk.i^/k.;.+ dk,ViJ' 



llinc fit, substitviendo pro ^p k, v// k, . . . v// k, valore» cx aequatiohil.us 
(2}f (s)t ■ prodeunte5, quos brevitatis caussa aoU» Utteris lunetuMa.' 
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a I ■ • u ■ 



+ tik(3k-~3) +dkc3 k— 5)...H-dk fg k — 3V 

Haec aequatiOf jam a funcuone ai-bitraria liberata, ideniitM e^se debet cuui 

aeqnadoiw diJureiiiiali 'proponu dsspdx -^. pdx*.» pdx. 

Qui opnaaBaua maiiifesto necessariut eai:, oonsidersnnia totam eiqgo* 
ftitionem aupra traditam integrationi* aequationttm di^rentialium inter quol» 
cnnqne V&riabiles, quibiis etiam JKMCn aeqnatio dilFer^tiamm pariialium 

adnumeranda est. Qtiotl?i enim numenis variabiHum in aeqiiatione diff-tren- 
tiall propo?it;i impar >\\ , tvim ron^prisiis sive identitas praeJicla immedi.uc 
ex praecedenlibus secjuitur, quia dilVerenliatio aetjuationis integralis primae, 
tnbstituendo valores ex reliquis aequationibns , producit ipsam aeqnationem 
iliflereutialem propositam. Idem vero etiam de uiuuero pari variabilium va-. 
lere, inde efficitarp qood nefuatio diSBreatialis inter ftn Yambilea in aliam 
^ ipsi omnino aequipoIleBtem inter «n— *i vaxiabi^cs transfbnnetur* Qoibnt 
pftenuasia ha« dedoconsnr aeqnationeft identicae: 

^k = s- 



I « n — 1 

Onare functiones sigii3t ... ^ denotatae ex prima functione Kttera $ 

insignita ileriventur, hanc diiFerentiaudo ?ccunduni k, k, k. Inde aequa> 
tiones integrales sub hac iorma simplici exhibere licet: 

1) 3 («» X,.,. k, k,... k>s ^ (k, k,... k> 

8) • 3'' (k) « >// (k) 

4) ^il}^^'iky . • 



n) ^ (k) » ^ (k) 



62 ' i^fo^ff iiti noLU i/icLaodo inlegrandi, 

Ex liis «eqiiiMionilins solotio oompleU aequauoDis di&rentianim partialium 
Stalim atque inunediate sub formn s;enerall deduci potcst. Kamquc functio- 
nem arbtCranAm per ^ expresMiu indeierminatam relinquendo» ex vaiiabili- 

bu* n*^!-* ^ue* aeqaatio propo^U imroWitt (z, x« x)» n Tariabilea p«r 

ii^itMt ee per qnaatitates a— i inAetermlnatas 1c, 1c»..* lc, ope istamm n 
aequatioimin iofcegmlium ea^iSimi potsiwt. Talcs quidem ej^vessiones ^ao- 
tale»! «psam Xoiictionem acbitmriam Involvaintes; forma prior acquationum 
inlqgmlium sufpe^taso nofuiL Namqne «x- his •JMqnationsboa quaniitates 

Pf p« ' • • P tum Aemnm elimiBare, 'infteque aeqnafioaem inter IpMs varia- 

» n 

biles z, X, ... X, eruere licet, cum loco functionis .uitkrariae signo </> de- 

noiatae ccrta utqiie deteruiinata funcdo supjponatuTi quod quovis casu so- 

lutioncm tanmm pantonlarem evolntam praebet. 

jCeternm ex forma simpliciori hie exhibita etiam qnbdentes difieren- 

» » " ... 
liales p, p, p •per cdsdem n quantitates indeterininatas expnmerc liLCt, 

I .t ai ti 

Cmneaim aequatio o = dz. -f- dx.3'x**< 'i' dx . 3 X sit identica cum^ 
aeqaatione d.K = pdx pdx . |*dx» .esse deWt 

— 5 « • — 8'i : _ - 8 '' 



AppKcalionem nicl4iodt genei^dis in ptaeccdentibu.s cxpo&iiac .id cxenipi.i 
ip^.^m magis illustxautia, varias indenatas obsenrationes, exposittonem metho- 
aorum magts specialittm* qnibns^cevtos casns facilitts eiqpedire licet, (ita 
etiam methodl pauHo divecsae»' aequationes dilEerentiarmn pariialinm inter 
quatnor Tariabiles tnte^ndi» ia-qnam indderam, primquam methodo gene- 
xali ad quotcimqne variabiles patente potitns eram), haec et al^ ne nimis 
longa fiat bacc «omawntatio» nunc praetenmiio. . . « . . 



r - 



I StaatsblblloiMc 1 
^ Manchm J 
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